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Resumo

Estou mostrando neste trabalho como podemos fazer uso do gnuplot
para visualisar alguns vetores tangentes a uma curva obtida como in-
tersegao de duas superficies do tipo f(x,y,z) = 0 em que f é uma fungio
de classe C'. O exemplo ao final é a intersecio de um paraboloide com um
plano mostrando os vetores tangentes contidos no plano. Um programa
em C é descrito na iltima parte do artigo e pode ser obtido para gerar
esta modelagem com alteragao dos parametros.

palavras chave: campo de vetores tangentes, modelagem computacional, gnu-
plot.




1 Intersecao de variedades

Vou calcular a equacao de uma reta tangente a intersecao das variedades de
dimensao 2 (superficies).

Hipétese 1 (ponto comum) existéncia de um ponto comum
A intersecao das variedades

f(@,y,2) =0
{ g(xazvz) =0 (1)

passa no ponto P = (a,b, c), que vou supor que seja conhecido.

Esta hipotese é muito restritiva uma vez que dadas duas superficies, o calculo
da intersecao das mesmas, no fundo a resolucdo de um sistema de equacoes, é
um problema que nao temos meios formais de resolver salvo em alguns casos
muito particulares.

O leitor logo verd que precisamos desta hipétese e naturalmente, o traba-
lho somente se aplicard quando ela for verdadeira. Por outro lado, se este
problema tiver solucao, uma varredura com uma malha suficiente fina de um
dominio compacto com fronteira pode responder pelo menos se a solugao existe
permitindo uma varredura mais fina para encontrar uma solugao aproximada
posteriormente. Vou dar exemplos de como isto pode ser feito de forma pratica,
computacional, mais a frente.

Supor que a interse¢io das variedades, equacao (1), tem o ponto comum
P = (a,b,c), significa que

fla,b,¢) =0 g(a,b,c) =0 (2)

A derivada implicita do sistema de equagoes (1)
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é 0o modelo das variedades lineares tangentes as mesmas (planos tangentes neste
caso).

O célculo das derivadas parciais no ponto P = (a,b,c) vai transformar o
modelo na equagao (3) nos planos tangentes a estas variedades neste ponto, e a
intersecao destes planos (se for uma reta)! serd uma reta tangente a intersecio
das variedades (uma curva) neste ponto.
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La intersecdo de dois planos pode ser outro plano



O sistema de equagoes (5) é um sistema sub-determinado, tendo solugao,
tem um numero infinito de solugdes (equagao de uma reta ou de um plano).
Vou considerar os dois casos abaixo.

1.1 Quando as variedades forem tangentes

Se todos os determinantes menores (de ordem 2) forem zero signifca que os
planos sao paralelos ou coincidentes, porque os vetores perpendiculares, repre-
sentados pelas derivadas parciais, sao proporcionais, se encontram na mesma
direcao.

Se os planos tangentes coincidirem, as variedades f(z,y,z) = 0e g(z,y,z) =
0 sao tangentes neste ponto, e ha uma infinidade de retas tangentes, qualquer
reta pertencendo ao tnico plano tangente.

Para obter a equagao paramétrica de uma reta pertencente ao plano

fac|(a,b,c) (.23 - Cl) + fy|(a,b,c) (y - b) + fz|(a,b,c)(z - C) =0 (6)

basta reduzir a dimensao da variedade? escrevendo

f:c a,b,c fy a,b,c
(2= 0) = ~ et (¢ — ) - e (y - b) ™)
y—b=k(z—a) (8)

A equacao (8) torna z,y dependentes de x e portanto na equacdo (7) tem uma
Unica varidvel livre, é uma variedade linear de dimensao 1.

Podemos agora escrever o valor de z — ¢ como funcao de  — a e determinar
a equacao da reta a menos da escolha do parametro k& (hd uma infinidade de
retas)

(o — a, k(- a), ~ 221w (o _ oy phulesa o 9)
f2|(a,b,c) fZ|(a,b,c)

E fcil ver que esta reta nao passa no ponto P = (a, b, ¢) se substituirmos
por a, vamos obter (0,0,0).

E uma reta paralela® & reta procurada, basta fazer a translagao somando P
e usando o parametro ¢t em lugar de x — a por uma questao de elegancia:

(f-l‘|(a,b,c) _ kfy|(a,bv0) )t)

a+t,b+kt,c—
( fz|(a,b,c) fz|(a,b,c)

(10)
O ponto P serd obtido na equacao (10) quando usarmos o valor t = 0.

1.2 Quando as variedades nao forem tangentes.

Se houver um determinante menor diferente de zero, significa que os vetores
perpendiculares aos planos tangentes tem diregdes nao coincidentes (nao sao

2impossivel fazer isto! Correto: escolher uma subvariedade de dimenséo menor ao estabe-
lecer uma dependéncia entre varidveis feito na segunda equagao
3as derivadas produzem apenas objetos paralelos passando na origem



paralelos) neste caso os planos tangentes a cada uma das variedades determinam
uma reta tangente (a intersegao dos planos).

Quando resolvermos o sistema de equagoes (5) ja estaremos calculando uma
variedade de dimensao menor do que as outras duas, uma variedade linear de
dimensao 1 (uma reta).

Para simplificar a notagao passo a escrever f, em vez de fz(q,,¢) deixando
implicito que estou calculando as derivadas parciais no ponto P = (a, b, ¢).

Os calculos feitos no caso dos planos coincidentes, nos mostram que temos
tres variaveis

t=z—a,r=y—b,s=z—c
e que a solucao encontrada estard na origem. Serd necessario transladar a
solucdo usando o vetor P = (a,b,c). Vou usar também esta simplificacdo ao
escrever as equagoes.

Para eliminar a variavel s igualo os seus coeficientes nas duas equagoes o que
vai conduzir a expressao de um determinante.
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Na equagao (11) temos a derivacdo implicita do sistema na qual anulamos
o coeficiente z para oter a equagao (13) com a qual deduzimos o valor r na
equagao (14).

Retornamos a equagao de um dos planos tangentes, na equagao (15) para ob-
ter agora o valor de s usando o de r e com isto deixamos as trés variaveis depen-
dendo do tnico parametro ¢ na equagao (20). Estas sdo as equagdes parametricas



de uma reta que passa na origem e podemos assim multiplicar todas as coorde-
nadas pelo denominador diferente de zero na segunda e terceira coordenada e
depois somar o ponto P = (a, b, ¢) para obter as equagbes paramétricas da reta
que passa no ponto P

a(f,9)
Ny, =)

Isto pode ser feito se o determinante g. f, — f.gy e f. forem diferentes de zero,
sendo zero explicitamos outra variavel, em vez de z o que serd possivel porque
agora estamos trabalhando com a hipdtese de que um destes determinantes
menores é diferente de zero.

O ponto de tangéncia, P = (a,b,c) é obtido quando ¢ = 0.

a(f,9) (f,9)

(a+ " 3y (21)

tb—

2 O algoritmo computacional

Num primeiro exemplo numeérico, usando gnuplot, vou encontrar um vetor
tangente a intersecao de um plano e um paraboldide.

A escolha do plano, como uma das superficies tem como objetivo apresentar
um exemplo bem visivel, uma vez que os vetores tangentes a curva intersecao
estarao localizados no plano e gnuplot permite rotacoes da superficies o que
deixa isto bem evidente, é didatico, portanto.

Vou considerar

? +y’ -z = f(z,y,2) =0 (22)
v —4dy—z2+7 =g(x,y,2) =0

a interse¢ao de um paraboldide com um plano. Para encontrar um ponto
P = (a,b,c)

que pertenca a intersecao destas figuras onde desejo calcular uma reta tangente,
tenho que resolver a equagao

22+t =3z —4y+7 (23)
2?2 +y? -3z +4y—7=0 (24)

sendo a equacao (24) obtida eliminando z, igualando as primeiras partes das
equagoes em (23).

Como quero uma solugao (particular) qualquer posso selecionar um valor de
x, por exemplo, z = 1, uma vez que tenho agora duas varidveis livres (elimino
uma).

Este item ¢ essencial no método (na solugao computacional). A idéia consiste
em partir de uma solugao, como se fosse uma condicdo inicial e seguir calculando
solugoes aproximadas, vizinhas, desta condicdo inicial. Portanto interessa en-
contrar uma solugao exata, se possivel para depois escolher outra solucao, exata
ou aproximada, que melhor sirva a determinado objetivo.



YAy +1-3-7=0 (25)
,4i\/216+—36 _ 74i22\/ﬁ = 24413 (26)
y=-2-V13 (27)

P =(a,b,c) (28)
(29)

(30)

y:

a=1.0; b=—-2—+/13; ¢ =32.42220510185595717
a=10; b=—24 13 ;¢ = 3.57779489814404282752

Os calculos aqui foram feitos usando uma linguagem e programacao chamada
calc que é interpretada portanto de uso facil, pode ser usada como uma maquina
de calcular. Os comandos podem ser rapidamente obtidos marcando e colando
do texto em IXTEX diretamente no terminal do calc com uma pequena alteragao
da sintaxe:

; define f(x,y) {return 3xx - 4*y + 7;}
f(x,y) defined
; a=1; b= -2 - sqrt(13)
; £(a,b)

32.42220510185595717248
; define g(x,y) {return xx*2 + y**2;}
g(x,y) defined

; gla,b)
~32.42220510185595717249
Outro ponto, vou usar agora x = —1
r=-1 (31)
y2+4y+a? -3z -7 (32)
yvP+4dy+14+3-7 (33)
y?+4y—3=0 (34)
y?+4y—-3=0 (35)
y = —4:!:\/216-&-12 _ 74j:22\/7 (36)
Y1 =—2—7 (37)
P = (a,b,c) (38)
a=—-1.0; b=—-2—/7; ¢ =22.58300524425836236 (39)
a=-1.0; b=—-2+7; ¢=1.41699475574163763799 (40)
Vou calcular as derivadas parciais no ponto P = (a,b,¢) e escrever as

equagoes paramétricas da reta, agora usando gnuplot, isto é, traduzindo para
gnuplot os célculos feitos acima,

No script do gnuplot eu deixei, protegidos por comentarios, os comandos
que servem para criar a figura em arquivo que foi incluido neste documento em



f(x,y,2) = x*x*%2 + y**2 - z

g(x,y,2z) = 3.0%xx - 4.0%y + 7 - z

fx(x,y,2z) = 2.0*x

fy(x,y,z) = 2.0%y

fz(x,y,z) = -1.0

gx(x,y,z) = 3.0

gy(x,y,z) = -4.0

gz(x,y,z) = -1.0

Di1(x,y,z) = fx(x,y,z)*gy(x,y,z) - fy(x,y,z)*gx(x,y,2)
D2(x,y,z) = fx(x,y,z)*gz(x,y,z) - fz(x,y,z)*gx(x,y,2)
D3(x,y,z) = fy(x,y,z)*gz(x,y,2z) - fz(x,y,z)*gy(x,y,2)
a=1.0

b = -2.0 - sqrt(13)

c = 3%a - 4*xb + 7

x1(x) = a + D3(a,b,c)*x

x2(x) = b - D2(a,b,c)*x

x3(x) = ¢ + Di(a,b,c)*x

set arrow from x1(0),x2(0),x3(0) rto x1(2),x2(2),x3(2)
a=1.0

b = -2.0 + sqrt(13)

c = 3%a - 4%b + 7

set arrow from x1(0),x2(0),x3(0) rto x1(2),x2(2),x3(2)
a=-1.0

b = -2.0 - sqrt(7)

c = 3%a - 4*xb + 7

set arrow from x1(0),x2(0),x3(0) rto x1(2),x2(2),x3(2)
a=-1.0

b = -2.0 + sqrt(7)

c = 3%a - 4*xb + 7

set arrow from x1(0),x2(0),x3(0) rto x1(2),x2(2),x3(2)
set arrow from 1.000000,-5.605551,32.512203 rto 1.072111,-5.615551,32.255870
## set terminal postscript portrait enhanced color

## set output ’modelagem_intersecao01.01.eps’

splot x**2 + y**2, 3.0%xx - 4.0*%y + 7.0



IMTEX . O resultado do script é a representagao de quatro vetores tangentes a
curva, intersecao das duas superficies mostrando inclusive a orientagao da curva,
que pode ser visto, muito pobremente, na na figura (1) pagina 7,

SRR - R
B.O*>x - 4.0~y + 7.0

Figura 1: Alguns vetores tangentes a uma curva intersecio

A representagao dentro de um terminal do gnuplot permite rotagoes que
tornam mais viva a representacao gréfica.

Este exemplo é interessante porque como uma das superficies é um plano,
entao o segmento de reta tangente a intersegao estd contido no plano o que é
visivel no grafico do gnuplot.

Pela diregao dos vetores vocé pode ver o sentido de percurso da curva.

Este caso é mais interessante ainda porque a curva obtida é uma elipse
portanto podemos escrever a equacao da curva e comparar com os resultados
obtidos com gnuplot. Entretanto o método computacional serve para os casos
em que nao poderemos encontrar algebricamente a intersecao.

Na proxima segao vamos mostrar como podemos gerar uma malha fina de
vetores tangentes, com um programa em C tendo como saida de dados um
script para o gnuplot e que chama gnuplot passando-lhe o script.

3 Modelagem automatizada

Neste momento o programa que estou construindo ainda tem erros e estou fa-
zendo esta pre-publicacao com o objetivo mesmo de encontrar leitores interessa-
dos na construgao num trabalho de equipe. Nao tenha dividas, rode o programa,
analise e se quiser se juntar comigo no trabalho seja bem vindo. O programa
se chama modelagem_intersecao.c e se encontra pre-publicado junto com este
artigo na pagina.

O programa que complementa este artigo tem uma um objetivo didatico, ele
mostra como fazer e nao tem uma finalidade de conseguir precisdo e nem mesmo



de resolver problemas de qualquer natureza. Digamos que esta é a forma com
que o autor se exime de qualquer responsabilidade relativamente a resultados
que alguém espere obter com o programa e nao o conseguir.

Vou dividir o trabalho nesta se¢ao em tres subsecoes.

Na primeira subsecao vou mostrar o planejamento do programa que fard
toda a modelagem, esta subsecao pode ser ttil tanto para que os que desejarem
entender o programa e mesmo altera-lo para seus objetivos especificos, como
para quem desejar apenas usar o programa.

A segunda subsecao mostra parte da implementacao do programa se pren-
dendo aos pontos criticos. O programa pode ser encontrado (o cédigo fonte) na
bibliografia em uma pagina de onde ele pode ser baixado, portanto nao interes-
saria ter aqui todo o programa.

A terceira secao, que vou chamar de manual do programa é dirigida aos que
desejarem fazer uso direto do programa sem nenhum envolvimento com ele a
nao ser para produzir alteragoes pontuais.

Vocé podera assim combinar o que lhe interessa na leitura, certamente, a
primeira e a terceira, ou a primeira e a segunda.

3.1 O Planejamento do programa
O programa tem trés segoes:
e entrada de dados, dentro da fungao principal, main();

e uma fungao cria_transfere que tem por objetivo criar um arquivo cha-
mado transfere contendo comandos do gnuplot

e chamada de gnuplot passando-lhe o arquivo transfere, no final da fungao
main().

Além destes trés pontos essenciais, o programa tem uma funcao chamada
descricao() que pode ser chamada ou nao por decisao do usuario, que descreve
o funcionamento do programa.

Todos os meus programas usam uma biblioteca ambiente.h que deve ser
baixada junto com o programa que contém fungoes auxiliares, em geral indicadas
nos programas como definidas nesta biblioteca.

Analisando o script (tabela 2), pdgina 6, vemos que grande parte do tra-
balho vai se concentrar na producao dos comandos

set arrow from a, b, ¢ rto c,d,e
em que (a,b,c), (c,d,e) sao os extremos do segmento de reta tangente a
curva obtidos pelo deslocamento do vetor tangente. Este comando se encontra
dentro de um lago localizado numa funcao que chamada cria_transfere porque
cria um arquivo chamado transfere contendo comandos do gnuplot.

3.2 Algumas subrotinas do programa

3.3 Manual do programa
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