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Resumo

Quando as curvas pertencentes uma familia de curvas de nivel forem
homotépicas a um ponto P entao elas podem ser associadas a uma familia
de circulos concéntricos num ponto R que serd atingido por uma segmento
de reta passando pelo raio comum. Neste artigo estou construindo um di-
feomorfismo entre as duas classes de curvas, as curvas de nivel homotdépicas
a um ponto e uma familia de circulos concéntricos.

Aplicagdo: constru¢do de um algoritmo para determinar extremos.
Este é um trabalho em andamento como pode ser facilmente visto pela
natureza ainda vaga como os resultados estao sendo expressos, melhor
seria dizer que é um plano de trabalho.

palavras chave: curvas homotdpicas a um ponto, curvas de nivel, extremos




1 Introducao

Esta secao inicial é uma expansao do resumo em que vou descrever o plano
do trabalho, mas de forma intuitiva, tentando passar ao leitor uma visao do que
pretendo fazer e necessariamente de forma um pouco vaga. Na se¢ao seguinte
vou fazer todas as definicoes e enunciar o resultado principal deste trabalho
deixando as demonstragoes para a pentltima secao. Vou terminar indicando
uma aplicagdo que na verdade é uma descricao de como o trabalho vai ser
continuado.

Considere uma superficie do tipo z = F(x,y) cujo dominio seja o plano R?,
e suas curvas de nivel.

Ha& dois tipos de familias curvas de nivel, quando o dominio é o plano todo,
fechadas ou nao fechadas! Em [2] estas duas classes foram descritas como cur-
vas do tipo circulos concéntricos ou curvas do tipo hiperbdlicos. Se uma familia
de curvas de nivel se compuser de curvas fechadas, e se esta familia for inde-
xada num subconjunto infinto de N, serd entao um conjunto ordenado, com a
ordem da inclusao, uma curva estard inserida na outra, elas serao homotépicas
a um ponto P que é um extremo de F. Observe o detalhe, a familia precisa
ser indexada num subconjunto infinito de N, porque pode haver mais de um
extremo o que vai garantir o aparecimento de outro tipo ponto de homotopia
numa analise mais precisal Leia: acrescentado mais dados ao levantamento,
refinando a amostragem.

Em outras palavras, uma familia de curvas de nivel que sejam homotdpicas
a um ponto, pode determinar um extremo de F, mas nés nao sabemos qual é
este ponto de extremo P e nem mesmo se ele é unico se tivermos, n curvas ho-
motdpicas a um ponto, n € N. Esta indefini¢ao poderia parecer como definitiva
para invalidar esta pesquisa, seria impossivel encontrar um algoritmo como o
aqui pretendido deixando que um programa procurasse um extremo com o risco
de haver uma dubiedade. Mas algoritmos, como o que pretendo, se voltam para
uma situacao pratica, por exemplo, a busca de um foco de endemia. Se houver
mais de um foco, e se pelo menos um deles for apontado com razodvel precisao,
o objetivo foi alcancado e fica o problema de verificar se ha outros focos, o
que naturalmente seria feito, e o algoritmo estara disponivel para prosseguir o
trabalho.

Sao as familias curvas de curvas de nivel homotdpicas a um ponto que sao de-
nominadas em [2] como curvas do tipo circulos concéntricos, porque tais curvas
sao homotépicas a qualquer curva fechada, em particular a um circulo, e uma
familia destas curvas serd homotopica a uma familia de circulos concéntricos.

Eu vou me concentrar nas curvas homotopicas a um ponto neste artigo.

Considere uma familia £ de curvas de nivel homotépicas a um ponto, o que
signfica que sao curvas fechadas e inseridas uma dentro da seguinte, conside-
rando que estejam indexadas num subconjunto de N. Na proxima segao eu vou
precisar todos os termos que nesta secao estao ficando vagos.

Se considerarmos uma familia de circulos concéntricos, F, tendo como centro
comum o ponto R, é possivel determinar um difeomorfismo ¢ que ponha em
correspondéncia estas duas familias de modo que exista um ponto P, imagem
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inversa de R pelo difeomorfismo, que é o ponto de extremo de F' determinado
pela familia £.

A dificuldade na utilizacao desta metodologia para determinar extremos é
evidente: o difeomorfismo mencionado nao é tnico e existe uma infinidade (nao
enumerdvel) de familias de circulos concéntricos difeomdrficos com os membros
da familia £, portanto o problema na realidade consiste, exatamente em, (1) na
determinagdo de P, ou (2) do difeomorfismo ¢.

Se uma metodologia for construida para associar os elementos da familia £
com uma familia de circulos concéntricos num ponto R sendo esta associacao
um difeomorfismo ¢, entao o ponto de extremo P serda a imagem inversa por
¢ de R, e tenho um algoritmo para determinar extremos. O meu objetivo é a
construgao de ¢.

Homotopia é um conceito topoldgico, mas como as curvas de vou tratar aqui
sao de classe C! se justifica plenamente considerar como equivaléncia topoldgica
um difeomorfismo.

2 As definicoes

As hipdteses deste trabalho sao aquelas que se encontram descritas em [2].

O ponto de partida, ou os prérequesitos para esta investigagao ¢ a existéncia
de uma série estatistica de medidas tomadas em uma regiao na qual foram feitas
medigoes da intensidade e taxas de variagao ao longo de duas direcoes padrao,
que suponho serem os eixos coordenados, relativamente a pontos selecionados
nesta regiao. Os pontos onde as medigoes foram feitas correspondem a uma
e-malha com n? nés produzindo o sistema de equacoes

(ai,b;); 4,7 =1,...,n nés da malha, (1)
F(ai,bj); i, =1,...,n intensidade medida; (2)
OF (z,y) F(z

y)|

OF (z, o
Dz |(ai,bj)§ oy aib;)its ] =1,...,n (3)

descrevendo os dados colhidos. Aqui estou usando uma matriz quadrada de
dados, facilmente posso reformatar o trabalho para considerar uma matriz n xm
de nés.

Nestas condigoes é possivel obter uma visao grafica dos dados colhidos e
tomar uma decisao, escolhendo que conjuntos de pontos vao produzir cada uma
das curvas de nivel. Caso isto nao seja possivel, por exemplo pela escassez de
dados, um novo levantamento mais preciso teria que ser feito e vou me colocar
na suposicao de tenho os dados em quantidade suficiente para definir as curvas
de nivel.

Sem duvida o objetivo é conseguir um algoritmo que possa operar sem a visao
do programador, mas sabemos que esta é uma esperanca nem sempre possivel.
Mesmo assim ao final desta se¢ao estou mostrando que algumas técnicas podem
reduzir esta necessidade de uma analise visual dos dados, pelo menos depois que
alguns ajustes forem alcancados numa segunda ou terceira versao do levanta-
mento de dados.
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A afirmacao de que € possivel, a partir de uma visao grdfica, selecionar con-
juntos de dados que definam curvas de nivel é consequéncia do formato como os
dados foram colhidos, os valores F'(a;,b;) representam intensidades medidas e,
em confronto com os dados, é decidido um erro e os valores que se encontrarem
dentro de uma mesma faixa de erro representarao a mesma intensidade. As de-
rivadas parciais permitem obter segmentos de retas onde se situam os pontos de
tangeéncias de curvas polinomiais ligando os pontos que tem mesma intensidade
formando as curvas de nivel, aproximadamente.

As figuras (1), pagina 3 e (2), pagina 4, apresentam uma visao artistica (ndo
foram realmente obtidos dados e nem tao pouco foi rodado um programa) de
como se podem ver os dados e uma curva de nivel obtida a partir dos mesmos.
Em outro ponto eu vou mostrar dados concretos obtidos com uma simulagao
tendo como base uma superficie algébrica z = F(x,y) que servird de teste para
o algoritmo.

— \
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Figura 1: Dados coletados

Desta forma ficam garantidas as condigoes para a primeira hipotese neste
trabalho que é

Hipétese 1 (Curvas de nivel) Uma familia de curvas de nivel
Tenho um conjunto de curvas de nivel homotopicas a um ponto.

Um resultado basico de homotopia é que uma familia de curvas homotépicas
a um ponto sao também homotodpicas a uma familia de circulos concéntricos. A
familia de circulos concéntricos é qualquer apenas a cardinalidade das familias
deve ser observada, é conveniente que seja a mesma. Ja observei porque estarei
usando difeomorfismos como equivaléncia topoldgica entre as curvas.
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Figura 2: Dados coletados e curva de nivel obtida

2.1 As curvas de nivel

Nao vou entrar no detalhe da definicao das curvas agora, ainda no espi-
rito desta primeira segao, porém vou fazer uma descricao de como elas serao
construidas.

2.1.1 Ordem dos pontos sobre uma curva

Para nao tornar a notagao excessivamente complicada, vou adotar a meto-
dologia de notacao de programas de computagao.

Vou descrever como é possivel definir uma ordem dos pontos em cima de
uma curva de nivel e portanto mostrar que é o algoritmo que estou propondo
é exequivel. Esta conclusao vem do fato de que, se existir uma ordem, entao é
possivel construir um lago com o incremento baseado nesta ordem.

As curvas de nivel diferem pela intensidade de F' e sao obtidas por saltos
desta intensidade, quer dizer que o conjunto dos pontos, no levantamento de
dados, que pertencam a uma mesma curva de nivel é finito, como alids o é
todo o conjunto de dados, e podem ser selecionados automéaticamente por uma
programa usando aa condicoes:

1. condicao de parada enquanto F==I

em que I é cada um dos valores captados para a intensidade do fenémeno
definido o dltimo ponto quando o programa detectar a repetigao dos dados.

2. condigao de evolucao no lago x++==x e y++==y,

e em que == ¢é o teste logico de igualdade em C++ o teste detectando
que ha uma repeticao das coordenadas portanto foi atingido o ultimo
ponto, no arquivo de dados, descrevendo uma mesma curva de nivel,
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e o0 simbolo ++ representa um acréscimo operado sobre os elementos de
um conjunto ordenado.

portanto foram percorridos todos os pontos que definem uma mesma curva
de nivel I, provocando uma parada do lago que descreve uma curva de
nivel.

Isto mostra que é possivel construir um programa para percorrer todos os
dados selecionando as curvas de nivel descritas pela massa de dados obtida pelo
levantamento.

H4 vérias formas de representar o conjunto dos dados expressos nas equagoes
(1)-(3) usando a notagao de curvas planas, de modo que um lago de programa
selecione o proximo elemento de uma sequéncia.

2.1.2 Meétodo para alimentar o programa com os dados

Pretendo ter os dados guardados num arquivo, ordenado por linhas em que
a intensidade se encontre como primeiro elemento da linha: o lago ignora a
linha que que comece com intensidade errada percorrendo assim cada uma das
curvas de nivel em sua leitura do arquivo.

Tenho usado este método com sucesso em muitos programas, evitando um
uso intensivo de memoria central, memoéria RAM. J4 houve tempo em na li-
teratura se considerava esta forma de processar dados como ineficiente, porém
hoje parece que este aspecto se encontra superado devido a grande velocidade
de acesso ao discos, em alguns casos memdria externa (estas ainda um pouco
lentas). Esta experiéncia pode ser analisada nos programas que compoem o
texto [3].

2.1.3 Sistema de equagoes paramétricas

Ja mostrei que é possivel definir uma ordem dos pontos sobre uma curva de
nivel portanto posso usar a notagao de lagos para substituir a indexacao de
matematica.

Para determinar as curvas de nivel mencionadas na hipdtese 1, vou usar dois
pontos sucessivos, de acordo com a ordem definida sobre cada uma das curvas
de nivel que vao aparecer dentro de um loop. Desta forma é suficiente expressar
a equacao de cada um pedagoes de curva de nivel um par de componentes da
equacao parametrica usando um tunico intervalo para parametrizar todos as
curvas que vou escolher como sendo [0,1]. Na verdade estarei expressando o
contetido genérico de um lago. Depois este trecho sera iterado que é a forma
de evitar a indexacgao matematica.

Ainda informalmente, designando por (x,y) e (x++, y++) dois pontos su-
cessivos de uma curva nivel, e (dx,dy) e (dx++, dy++) as derivadas nas extre-
midades sucessivas, podemos deduzir das equagoes (1)-(3) usando a notagao de
curvas planas, o sistema de equacgoes

z(0) = z;y(0) =y (4)
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2’ (0) = dx;y/'(0) = dy (5)
z(1) = x++y(1) = y++ (6)
2’ (1) = dx++;y/(1) = dy++ (7)

que mostra que tenho quatro informacoes sobre cada uma das equacoes pa-
ramétricas da curva,

(x(t), y(1));t € [0,1] (8)

portanto posso determinar x(t), y(t) com polindmios do terceiro grau de modo
que o préximo segmento de curva coincida com o anterior inclusive na derivada,
e assim as aproximacoes polinomiais das curvas de nivel serdo de classe C!. A
metodologia para determinacao destas equacoes estd completamente descrita,
inclusive com programas funcionando em [3, capitulo 4].

3 Demonstracoes e construcoes

3.1 Construcao das curvas de nivel

A malha, representada pela familia de nés
(ai,bj); i,jzl,...,n (9)

sera considerada aqui ordenada alfabéticamente. Esta é uma forma pouco efe-
tiva de trabalhar porque o programa ird percorrer todas as linhas do arquivo,
selecionando aqueles com mesma intensidade.

Uma solugao para este problema, pelo menos enquanto nao me surge outra
opcao melhor, consiste de fazer o programa rodar em dois passos.

1. Selecionando todas as curvas de nivel num primeiro passo do programa e
criando arquivos distintos para cada uma das curvas de nivel;

2. No segundo passo construindo os segmentos polinomiais do terceiro grau
de cada uma das curvas de nivel.

3.2 A construcao da familia de circulos

Vou precisar deste teorema bésico de homotopia.

1 (Propriedade dos difeomorfismos) Propriedade bdsica dos di-

feomorfismos

Seja € uma familia de curvas de homotépicas a um ponto e ¢ for um di-
feomorfismo do plano. Entio F = ¢(F) € uma familia de curvas homotépicas
a um ponto, isto €, ¢ transforma familias de curvas homotdpicas a um ponto
em outra familia desta mesma classe, mas nao necessdariamente o ponto que
classifica as duas familias € o mesmo.

Este teorema apenas diz que homotopia é uma relagao de equivaléncia.
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e Vou selecionar um ponto interior a todas as curvas de nivel (interior aquela
que tiver menor didametro).

e Considero um circulo centrado neste ponto que contenha todas as curvas
e para simplificar as contas vou consideréd-lo como de raio 1, S'. Conse-
quentemente estou fazendo uma translagao no plano para que a origem
seja um ponto interior a todas as curvas que pertencem a familia £.

e Seja agora a familia & de todas as curvas inversas dos elementos de &
relativamente a , S, ver [1]. A figura (3), pagina 7, mostra £ e &;. Seja

N

Figura 3: Curvas inversas em relagao a S!

p o difeomorfismo que inverte em relacao S*

e As curvas da familia &, como foram obtidas por p estao sucessivamente
todas contidas uma na outra na razdo inversa dos membro da classe £.
Vou considerd-la sucessivamente indexadas no conjunto I = {1,...,n}
em que n é a cardinalidade da classe £;. Vou designar estas curvas por
visJ € 1.

e Seja 71S' o menor circulo, concentrico com S! contendo a primeira das
curvas de & e ¢; a transformacao do plano que expande o plano com um
coeficiente radial de modo a levar v; sobre rq S! e identica a identidade
fora do circulo m S!.



4 APLICACOES 8

e Defino sucessivamente ¢; de forma identica expandindo cada uma das
curvas v; para levé-las para o circulo r;S! que é o menor circulo contendo
7; e definido fora de r;S* pela transformagao identidade do plano no plano.

e A composicao ¢, dos difeomorfismos ¢;;5 = 1,...,n é um difeomorfismo
do plano que transforma os elementos de £ na familia (7;)er.

Esta sucessao de passos demonstra o teorema:

2 (Do difeomorfismo) Difeomorfismo entre familias de curvas

de nivel
FEziste um difeomorfismo ¢ entre uma familia de curvas de nivel homotopicas
a um ponto e uma familia de circulos concéntricos.

O gréfico na figura (3), pagina 7, é apenas ilustrativo e foi feito & mao com
xfig, mas em artigo vindouro desta série vou apresentar as equagoes e grafico
construidos com um programa. Nao hd nada que nao seja conhecido neste ponto,
apenas ¢ trabalhoso de construir e o leitor sabe que este é artigo é uma proposta
de trabalho, ou anincio de um trabalho em andamento.

3 (do extremo) Um extremo de F é ¢~1(0)

Dem |:

Porque a familia de circulos, (r;)jer, por construgao, se encontra centrada na origem.

3.3 Detalhes técnicos na demonstracgao

E ébvio que nao sera possivel simplesmente colocar um circulo em volta de
uma das curvas da familia & sem que ele intercepte outra curva da familia, por
exemplo a préxima. Isto nao invalida os calculos feitos mas seria preciso discutir
detalhadamente este caso.

4 Aplicagoes

H4 diversas aplicagoes em que algoritmos deste podem ser aplicados, no fun-
damento eu estou usando uma quantidade muito pequena de taxas de variagao
aproximada, o que é a grande vantagem que esta classe de algoritmos vai ofere-
cer: preciso apenas das primeiras derivadas parciais. Estou essencialmente na
solugao aproximada de equacoes diferenciais exatas.

O fato de que eu precise da primeira ordem de derivagao é um trunfo im-
portante porque 0s erros serao necessariamente pequenos.

O artigo de Del Moral, [4], me sugere alguns itens de aplicacao, quando eu
puder entender que uma sucessao de segmentos de reta representem as curvas
de nivel de algum fénomeno, posso usar algumas das técnicas de filtragem para
corrigir erros e vou também analisar esta possibilidade em alguns dos artigos
que formaram uma sequéncia de que este é o inicial.
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