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Resumo

Estou apresentando uma classe de matrizes que tem interessantes propriedades algébricas, matrizes
de Cauchy-Riemann, e o nome vem das equacdes de Cauchy-Riemann. Usando as matrizes de Cauchy-
Riemann eu consegui provar que toda fun¢do complexa que tenha derivada complexa é indefinidamente
derivdvel. Também falo da ruptura légica que existe entre o Célculo univariado e o Cdlculo multivariado
e sua consequéncia para a renomada incompreensdo que grassa no ensino do Célculo. E penso que
tenho uma solugao para o problema cujo resumo coloco na ultima secao.

palavras chave: ensino do Célculo, matrizes de Cauchy-Riemann,ruptura ldgica.

This paper presents a class of matrices which have interesting algebraic properties, Cauchy-Riemann
matrices. I have been able to prove that a complex function which has a complex derivative is infinitely
differentiable using Cauchy-Riemann matrices. I have used finite induction as the k£ + 1th derivative is
a Cauchy-Riemann matrix hence a complex number then a complex function has a complex derivative
of any order. I am taking the opportunity to surface a logical disruption of Calculus teaching which
leads to the well known lack of success among the students. I think I have a solution to this problem
and I am talking about this in the last section.

keywords: A logical disruption, Cauchy-Riemann matrices, analytical functions are infinitely dif-
ferentiable, the teaching of Calculus.
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1 Objetivo

Neste artigo eu estou apresentando uma classe interessante de matrizes, as matrizes de Cauchy-
Riemann, uma subclasse das matrizes 2 x 2 de nimeros reais que t€m propriedades algébricas inte-
ressantes e eu estou explorando estas propriedades na primeira se¢@o e na segunda secao eu vou mostrar
que elas estdo ligadas a uma classe de funcgdes vetoriais de duas varidveis, as Fungdes Analiticas para
fazer uma critica ao ensino do Célculo. Na ultima se¢@o estou fazendo publicidade do trabalho que venho
realizando sob o titulo de reengenharia do Cilculo, [Pral94d] e [Pral9h, pelo menos para me forgar a
continuar o trabalho iniciado.

2 Uma classe de matrizes

Matriz de Cauchy-Riemann € um tipo de matriz da forma

<Z _ab>za+z'b; (1)

e o conjunto de tais matrizes € isomorfo ao corpo dos nimeros complexos. Observe que a matriz nula é
uma matriz de Cauchy-Riemann assim como o é também a matriz identidade, entdo este conjunto ¢ uma
subdlgebra do conjunto de todas as matrizes 2 x 2 de nimeros reais relativamente as operacdes de soma
e multiplicacdo de matrizes.

Teorema | 1 (produto) de matriz de Cauchy-Riemann O conjunto das matrizes de Cauchy-Riemann estd em cor-
respondéncia biunivoca e sobre com o conjunto dos niimeros complexos. Esta correspondéncia preserva as operagdes de adi¢do e
multiplicag¢do de modo que ela é um isomorfismo de dlgebras.
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que mostra que o produto e a soma de niimeros complexos corresponde ao produto das correspondentes matrizes de Cauchy-
Riemann. Entdo o produto e adi¢do de niimeros complexos corresponde ao produto e multiplicagdo deste tipo de matrizes. Como
o0 produto de niimeros complexos é comutativo entdo, equivalentemente, o produto de matrizes de Cauchy-Riemann serd também
comutativo. A imagem de 0 + 0% é uma matriz de Cauchy-Riemann assim como 1 corresponde a matriz identidade que é uma
matriz de Cauchy-Riemann.
As duas iltimas equagdes provam que a transformagao € linear e como a imagem inversa do zero é o zero, em qualquer dire¢do,

entdo o niicleo desta transformagdo linear € o zero o que mostra que ela é injetiva.
Como qualquer elemento em qualquer dos dois conjuntos tem uma imagem inversa entdo ela é também bijetiva e assim se

trata dum isomorfismo como pretendido.

A demonstracio do teoremall] estd resumida mas os detalhes técnicos estdo todos presentes. Entdo o
conjunto C dos nimeros complexos tem uma imagem isomorfa dentro do conjunto das matrizes 2 x 2 de
nimeros reais. Como esta imagem é um subconjunto de todas as matrizes entdo, a imagem assim obtida
de C é um subconjunto préprio de

R*=R? x R? = Myyo; (7
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alids como seria de esperar porque a dimensao de C como espago vetorial real é dois e o conjunto das
matrizes quadradas de niimeros reais tem dimensao quatro como espacgo vetorial real.

O que € mais interessante neste resultado € que ele se encontra na base da argumentagio desenvolvida
por Cartan, m] para mostrar que existe um subconjunto préprio das fungdes reais de duas varidveis
tomando valores em R? que sdo as funcdes de C em C, as fungdes analiticas.

Eu pretendo na préxima secio desenvolver esta ideia, que embora ndo seja nenhum resultado novo, re-
presenta uma forma concisa e elegantes de discutir as fungdes analiticas e ainda assim devido a Cartan
e o0 que me toca talvez seja apenas uma forma diferente de apresentar o problema.

Além disto, o referido livro de Cartan ¢é relativamente desconhecido do piblico brasileiro. E preciso
acrescentar que este artigo representa apenas algumas paginas do referido livro em que Cartan desen-
volve o Cdlculo Diferencial em espagos de Banach. No livro de Cartan, as funcdes analiticas sdo um
exemplo rdpido, o que entendo que foi uma falha do autor que escreveu anteriormente um livro em que
apresentou as fun¢des analiticas usando um formato antigo e muito complicado, as séries de poténcias.
Rudin[@], o fez de forma bem mais bonita usando diretamente a férmula de Cauchy da qual ele tira
as séries de poténcias como uma consequéncia.

3 as funcoes analiticas

Um tipo de func¢@o interessante sdo as fung¢des analiticas, que vistas como fun¢Ges complexas de
varidveis complexas, quer dizer, f : C — C sdo um subconjunto proprio, e agora, interessante, do
conjunto das funcdes vetoriais de duas varidveis reais, quer dizer f : R? — R2.

Estas dltimas, f : R> — R? tém como derivadas uma matriz

fr=J(f) € Maxoa; (8)

e do que foi dito anteriormente existe um subconjunto préprio de Mo que é isomorfo a C, o conjunto
da matrizes de Cauchy-Riemann. O meu objetivo agora ¢ mostrar de uma forma bem simples o que
caracteriza as fungdes analiticas usando o isomorfismo do teoremal[ll

Vou partir duma comparagdo. As funcdes reais de varidvel real tem derivadas que sdo nimeros reais,
quer dizer,

F*R=>R;f":R—=R;f'(z) eR; )
isto € uma falsidade comoda dentro dos cursos de Cdlculo onde seria complicado dizer que f/(x) é uma
transformacao linear para criar compatibilidade com a disciplina de Cdlculo em sua versao posterior de
varias varidveis em que f’(u) = J(f)(u) € a jacobiana de f calculada no vetor u e portanto f'(u) =
J(f)(u) é uma transformagdo linear como também é no caso univariado, e ficaria “menos complicado”
se a derivada fosse caracterizada diretamente como o coeficiente angular da reta tangente e que esta é
paralela a uma reta que passa na origem e esta dltima, sim, uma transformacao linear.

Estou observando uma ruptura que existe entre o Cédlculo univariado e o Cédlculo multivariado que
obviamente choca a estudante, mas confesso que eu ainda ndo consegui uma forma de sanar esta ruptura.
Quero mostrar que de certo forma as funcdes complexas de varidvel complexa trazem uma solugdo para
este problema. Considere a seguinte sucessao de equagdes que vou comentar posteriormente.

du  Qu
flz)eC = fl)=Jf)= & B |~8+iQe =204, an
ox Jy
du _ dv.
629;_ 65;. ; Cauchy-Riemann (12)
oy — Oz’

J(f) =54 +1i5% € C; (13)

[Car67]
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indexCauchy-Riemann!equacdes de
Na equacdo (eq. 3.10) eu escrevi f, como ¢é usual, um par de fungdes u, v que s@o fungdes reais de
duas variaveis reais,
z=z+iy; f(z,y) = u(z,y) +iv(z,y); (14)

na equacdo (eq. 3.11) eu escrevi a jacobiana J(f) de uma funcdo vetorial de duas varidveis. Pelas
equagdes de Cauchy-Riemann esta matriz ¢ uma matriz de Cauchy-Riemann e eu escrevi sua imagem
como um nimero complexo. Na equagdo (eq. 3.12) eu escrevi a condi¢do de Cauchy-Riemann que
caracteriza quando uma fungao vetorial de duas varidveis reais € uma func¢ao analitica e na dltima equaco,
(eq. 3.13) eu escrevi o nimero complexo que corresponde a matriz de Cauchy-Riemann que € a derivada
de f, um nimero complexo, é o nimero complexo equivalente a jacobiana que é uma matriz de Cauchy-
Riemann.

Teorema |2 (derivadas complexa) das funcoes analiticas Todas as derivadas duma funcdo analitica
sdo derivadas complexas e assim as funcdes analiticas sdo infinitamente diferencidveis.

Continuando com a notagdo jd estabelecida na equagdo (eq. 11)

/ / ~Ou 4 ;O0v _ Ou _ ;0u _ (Ou _Ou) _ (Ov Ov).
f(Z)EC = f(Z)NBIJFZ@z_@z Zay _(81’ 8y>_(ay’81>’ 1s)
2%u 2%u 9%y 2%v 2%y 9%u
7 _ o2 dxdy _ Oz 0y oy? _ dzdy Oz 0y .
F(z) = _ 0% 9% | T 9% 0%y | _ 0% 9%y i (16)
dyox oy?2 ox2 dzdy Oydx dxdy

Na equagdo (eq. 15) eu escrevi a expressao de f'(z) duas vezes, numa eliminando v e na outra eliminando wu, fazendo uso das
equagoes de Cauchy-Riemann. Eu obtive a equagdo (eq. 16) calculando as segundas derivadas, ora usando a primeira expressao
da derivada na equagdo anterior e depois usando a segunda expressdo da derivada na equagdo anterior e a igualdade entre as
matrizes mostra que a segunda derivada é uma matriz de Cauchy-Riemann e consequentemente f'(z) € C o que mostra que a
segunda derivada é uma derivada complexa e que f’ é analitica.

Hipdtese de indugdo a derivada de ordem k, k > 1 de uma fungcdo complexa é uma derivada complexa. Como esta derivada de

ordem k satisfaz as equagdes de Cauchy-Riemann, o processo se vai repetir, vou escrever f(F) (2) duas vezes, numa das expressoes
vou eliminar a segunda componente, e na outra vou eliminar a primeira componente, sempre usando as equagoes de Cauchy-
Riemann tendo por conclusdo que f*+1) () € uma matriz de Cauchy-Riemann e que portanto Fiany) () € um niimero complexo
e f(F) (2) € analitica provando que todas as derivadas de uma fun¢do analitica sGo também fungdes analiticas e assim as fungdes

analiticas sdo indefinidamente derivdveis.

4 Melhoria do Calculo

Ao identificar a derivada com um ntimero estou cometendo o mesmo “erro” do Céalculo univariado
quando se identifica a derivada como um niimero. Na verdade a derivada é o coeficiente da reta tangente
que ¢é paralela a uma reta que passa na origem e, esta, ¢ uma funcao linear. O caso complexo torna mais
facil a identificacdo de que a derivada é uma funcao linear.

Penso que o ensino do Cilculo se beneficiaria imensamente se esta disciplina fosse tratada diretamente
com numeros complexos e iniciada com o derivada e integracdo complexa de partida e, mais, restrita
inicialmente as fungdes polinomiais. Sei que tem alguns autores que estdo tentando levar por esta via, e
eu sou um dos que estd tentando renovar o ensino do Calculo para salvar esta disciplina da tragédia em
que ela se encontra produzindo sucessivamente reprovagoes.

O método aqui sugerido consiste em tratar inicialmente apenas de fun¢des polinomiais, e diretamente
com varidvel complexa, unificaria o tratamento de derivada e integral e neste caso a integral seria a
antiderivada, simplesmente.

Eu ainda nio resolvi inteiramente o método, estou trabalhando nesta linha hd algum tempo, Pral9a )
], e ja passei por alguns tropecos mas consegui alguns resultados positivos que me animam a
continuar o trabalho nesta linha.
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