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Resumo

Um ntimero real é uma dizima e aqui estou mostrando que as dizimas s@o sucessdes de nimeros
racionais que satisfazem ao critério de Cauchy, portanto s@o as sucessdes convergentes de nimeros ra-
cionais cujas classes segundo a rela¢@o de equivaléncia definida pelo critério de Cauchy sdo os nimeros
reais.

palavras chave: critério de Cauchy, dizima, nimeros reais.

A real number is a decimal number and here I am giving the proof that decimal numbers are the
sequence of rational numbers which meet the Cauchy cryterium and are thus the convergent sequences
whose equivalence Cauchy class are the real numbers.
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1 Que vou fazer neste artigo

Niuimero real ¢ uma dizima que pode ser periddica, e entdo é um nimero racional, ou ndo ser
periodica, e entdo é niimero irracional.

H4 um pequeno erro na afirmacdo anterior que somente vou poder elucidar ao final deste texto, en-
tretanto ndo custa nada alertd-la, dizendo-lhe qual € o erro mas pedindo que conviva com ele até que seja
possivel mostrar os detalhes. As dizimas sdo representantes das classes em que os nimeros reais estao
dividos. Como no caso dos nimeros racionais, 1 é o melhor representante da classe das fracdes que lhe
sdo equivalentes, porque € uma fragdo irredutivel. O mesmo eu vou poder dizer das dizimas, e o erro da
frase inicial seria equivalente a afirmacao “um niimero racional é uma fragdo irredutivel”.

Deixe-me dar lhe os dois exemplos:

1. % = 0.3333333--- = 0.(3) é uma dizima periddica, com periodo (3) e vocé tem no comego a
geratriz desta dizima, um ndmero racional,

2. 3.14159265358979323848... que € a constante de Arquimedes que eu obtive usando calc com
20 casas decimais, € uma aproximacao do ndmero irracional 7. Nao € uma dizima periddica, os
digitos vao se suceder de uma forma “arbitrdria” de tal modo que € impossivel criar um algoritmo
que mostre o termo de ordem n para qualquer valor de n. Nao ha nenhum padrao repetido. Existem
férmulas que geram os digitos de m com alguma precisdo, mas o valor é sempre aproximado.

Um niimero real é uma dizima.

O que vou fazer neste artigo é mostrar-lhe uma solucdo simples para um problema complicado, que os
numeros reais sao os limites das sucessoes convergentes de niimeros racionais e desta forma etiquetas para
as classes de sucessodes equivalentes relativamente ao critério de Cauchy como relacio de equivaléncia.

2 Os métodos na construcao dos reais

Ha trés formas cldssicas de construir o conjunto dos nimeros reais partindo dos nimeros racionais
como material primdrio, no sentido de que Q C R, o conjunto dos niimeros racionais € um subconjunto
do conjunto dos niimeros reais.

1. os cortes de Dedekind,

2. os intervalos encaixadas, que € bem parecido com os cortes, e possivelmente também se deve a
Dedekind,

3. as sucessoes de Cauchy, que é o meu método preferido porque é baseado na estrutura algébrica que
surge de forma natural da estrutura algébrica do conjunto dos niimeros racionais. Nos outros casos
€ preciso construir a estrutura algébrica em cima dum conjunto novo e eu entendo que isto é muito
mais dificil de fazer do que o surgimento dum conjunto novo oriundo das sucessdes de niimeros
racionais que ja tem uma estrutura algébrica bem justificada, € vou mostrar aqui como se faz usando
este terceiro método.

Partindo do conjunto Q, como material primdrio, é simples mostrar que existe um novo conjunto
R;Q C R, usando uma intuicdo geométrica. Confira os detalhes em niimeros racionais mas vou,
rapidamente, repetir os passos essenciais aqui. Deixe-me dar um nome ao conjunto das sucessoes de
niimeros racionais uma vez que vou estar sempre me referindo a este conjunto que serd o meu material
de trabalho. Seja S o conjunto das sucessoes de niimeros racionais.

Mas usar este método apenas para estabelecer uma representacdo geométrica do novo conjunto e usar
esta representacao para mostrar, geometricamente, que o novo conjunto contém o conjunto dos nimeros
racionais e mais alguma coisa extra que sdo 0s nimeros irracionais.

Um erro
corrigido!
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3 Representacao geométrica de Q

O conjunto Q dos nimeros racionais tem as mesmas propriedades da reta na geometria euclidiana:

1. Entre dois “pontos” z,y € () sempre tem um ponto no meio, embora este conceito, “meio”, esteja
indefinido na geometria euclidiana, ele € considerado um axioma o que dispensa uma definicdo. Em
Q este conceito pode ser melhor apresentado, dizendo-se que dados x, y € Q) qualquer média entre
eles se encontra no segmento que eles determinam. Aqui, “entre eles” pressupoe a existéncia duma
relacdo de ordem inexistente na reta da geometria euclidiana, mas existente em Q. E a relacdo de
ordem de Q ¢é facilmente transferida para o conjunto das sucessdes de nimeros racionais,S. Fiz
referéncia a “qualquer média” porque ha distintos tipos de média, aritméticas, geométricas . ..

2. Dados dois “pontos” x,y € () sempre tem um ponto fora do segmento determinado por estes dois
pontos, a geometria euclidiana se refere ao segmento de reta determinado por dois pontos. Em que
Q esta regra € mais forte. Posso escolher “z < y” e afirmar que existe um ponto ¢t < x € um ponto

w >,
t<z<y<w; (1

3. Ambas as propriedades podem iteradas garantindo que QQ € infinito entre dois dos seus elemen-
tos como fora do segmento que os dois elementos determinam. Esta é uma forma livre de fazer
referéncia a propriedade arquimediana que qualquer reta possui, assim como Q.

Estas propriedades permitem que se faca uma identificacdo entre Q e um subconjunto de qualquer
reta criando-se o conceito de reta numérica.

Acho que estd passando do momento de dar um nome a este novo conjunto, o conjunto dos niimeros
reais: R. Qualquer reta numérica é um representante de R e de agora em diante eu vou usar a expressao
reta numérica como equivalente ao simbolo R que representa o conjunto dos niimeros reais.

A geometria mostra que na refa numérica tem pontos que nao pertencem a Q, confira a figura (fig [,
pégina2l em que posso desenhar uma sucesséo de circulos de raio v/n que, com algumas excegdes, é um
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Figura 1:

nimero irracional. Os circulos oferecem o método de determinagdo geométrica de \/n na reta numérica.
Se vocé construir, na figura (fig [I), um tridngulo retAngulo de altura 1 com o cateto horizontal medindo
2 a hipotenusa, que é o raio do circulo, vai medir V22 + 1 entéo o circulo com este raio vai encontrar o
eixo OX. O dltimo circulo desenhado foi obtido com z = /3 que marcou no eixo OX o nimero 2.
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Entdo a reta numérica é uma outra coisa diferente de Q, € um novo conjunto que chamei de R.

O exemplo mais comum, e o que aparece na figura (fig [I)), pagina [l é /2 cujo algoritmo cria de
forma muito engenhosa uma dizima ndo periddica, embora o algoritmo nao sirva como uma prova de que
V2 é dizima néo periddica. Esta demonstracio é feita por contradigio,

T = % = /2 é uma fracdo irredutivel; 2)
xz%zﬂ#mQZZ—i:Q; 3)
332:2:};—2 = 2¢°=p* = p?épar; 4)
p?épar = pépar = p=2mmécN (5)
?=2=0 =4 —g o 2 o 2= o (6)
¢ =2m? = ¢*épar = gqépar; (7)

P, q sdo pares = % nao € irredutivel; (8)

Na equagdo (eq.8) eu cheguei a uma contradi¢do porque eu parti da hipétese de que z = § ¢ uma
fragdo irredutivel.

Eu comecei dizendo que os niimeros eram dizimas que se dividiam em duas classes: dizimas periddicas
e as dizimas ndo periddicas. As primeiras t€ém uma representacdo no formato g que € a geratriz da
dizima. As dizimas ndo periddicas ndo admitem uma geratriz porque, como os algarismos aparecem
numa sequéncia imprevisivel, € impossivel aplicar-lhes o algoritmo da soma dos termos duma progressao
geométrica que produz a geratriz no caso das dizimas periddicas.

Entdo na reta numérica tem pelos menos um ndmero, V2, que ndo € uma dizima periddica. Claro,
tem uma infinidade, para comegar y/n como a figura (fig [I}), pagina @l mostra sempre que n ndo for um
quadrado perfeito, por exemplo, qualquer nimero primo, portanto uma infinidade. Outros dois exemplos
menos intuitivos sdo 7 e e que nem mesmo sdo nimeros algébricos coisa que /n é.

Esta linha de raciocinio leva naturalmente ao método de Dedekind para constru¢ao dos nimeros reais,
mas ela tem o defeito de oferecer uma grande dificuldade para introduzir no novo conjunto os métodos
algébricos que existem em Q. Eu vou deixar de lado este método, apenas guardando o fato de que o
conjunto Q tem uma representacdo geométrica que se chama de reta numérica, que € qualquer reta na
qual se tenha eleito um ponto para representar o zero e outro ponto para representar 1, definindo, deste

modo, as semirretas, positiva e negativa. O que leva a definir a ordem na reta numérica. Confira a figura
(fig2), paginal3]

i R >
-1 9 1 2 3 4

Figura 2: reta numérica

E eu vou aproveitar esta constru¢ao geométrica do novo conjunto que contém Q para apresentar-lhe
este novo conjunto de forma diferente. Mas se voce for critica, deverd estar observando que estou falando
de trés coisas sem estabelecer a conexao entre elas:

e dizimas,
e pontos da reta numérica,
e sucessOes de nimeros.

Eu vou fazer, nas proximas secdes, esta relacio entre estes objetos.
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4 dizimas, sucessoes de nimeros racionais

Mas como definir as operagdes neste novo conjunto? Para responder a esta questdo € que eu preciso
apresentar uma forma de construir o novo conjunto dos nimeros reais aproveitando a estrutura algébrica
existente, e conhecida, dos nimeros racionais.

Alguma conexdo eu jd estabeleci entre dizimas e sucessdes de nimeros, quando mostrei que posso
identificar os nimeros racionais na reta numérica, a figura (fig @), pagina 3l apresenta os inteiros,
mas ja fiz mencdo as médias que preenchem os intervalos entre dois inteiros com fragdes, as dizimas
periddicas, e também ja mostrei, geometricamente, que algumas dizimas ndo periddicas se encontram na
reta numérica. Falta-me completar o quadro estabelecendo a estrutura algébrica da reta numérica.

e Primeiro mostrando que uma dizima € uma sucessdo de niimeros racionais. O conjunto das dizimas,
que € R, é um subconjunto de S que € o conjunto de todas as sucessoes de nimeros racionais.

R CS; )

Vou ja mostrar que R um subconjunto préprio de .S, e com isto vou chegar ao conceito de limite.
Este ponto € critico, a partir dos nimeros racionais, como material conhecido, ou ainda como ma-
terial primdrio que vou usar para construir 0 novo conjunto, eu crio um novo conjunto, .S das
sucessoes de nimeros racionais que herdam de maneira natural a estrutura algébrica de Q e é deste
conjunto que eu vou retirar um subconjunto que é o conjunto dos nimeros reais. O processo de
escolha € um novo conceito, limite. Desta forma eu estou colocando em funcionamento dois pro-
cessos completamente integrados, a criagdo dum novo conjunto e apresentacdo dum novo conceito.
Um ndmero real € um limite e com isto eu vou eliminar um doloroso processo que € o estudo das
propriedades do limite, sdo nada mais do que as propriedades dos nlimeros reais.

Vou ja mostrar que R um subconjunto préprio de S, e com isto vou chegar ao conceito de limite.

e Depois mostrando que em S estd definida uma estrutura algébrica que vai ser entio estampada em
R, deixando o projeto completo.

Sempre que eu produzir uma dizima o que estou produzindo é uma sucessao

so=1,8, = 14,80 = 1.41, ... 519 = 1.4142135623730950488, . . .

{ 50,51,52,...,510 € Q,...;5=(80,51,52,...,519,...) = V2; (10)
to=0,t1 = .3,to = 0.33,...t19 = 0.3333333333333333333, . ..

{ to,t1, o, ... t1g € Q,.. it = (to, t1,ta, ... t1g,...) = 35 an

{ oo=1,00=—1,00=1,05=—1,...,0p, = (—=1)F,...;

00,01,02,02,...0, € Q,...;0=(1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,...); (12)

quer dizer que o conjunto de fodas as dizimas é um subconjunto do conjunto de todas as sucessoes
de niimeros racionais. Repetindo, uma dizima é uma sucessdo de niimeros racionais, mas sucessdo de
niimeros racionais nao precisa ser uma dizima. O terceiro exemplo, na equacdo (eq.12), € uma sucessiao
de nimeros racionais que nao € uma dizima.

Uma dizima é uma sucessdo, na equagao (eq.10) vocé tem uma dizima ndo periddica e na equagdo
(eq.11) vocé tem uma dizima periddica.

Mas tem sucessoes de niimeros racionais que ndo sao dizimas, que € o exemplo da sucessdo da
equagdo (eq.12), € uma sucessao de nimeros racionais que ndo € uma dizima. O que diferencia estes
dois conceitos no conjunto das sucessoes, dizimas de ndo dizimas € um novo conceito, limite, sobre o
qual eu pretendo oferecer-lhe uma introdugdo aqui. Este conceito € um dos mais dificeis que a estudante
encontra quando comega a estudar a Matemaética superior.
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Mas fique alerta, “dificil” nao é sindnimo de “impossivel”! Aquilo que € dificil, o é porque representa
um salto no conhecimento. Sim, o conhecimento € feito de saltos, nem sempre os dados se conectam
facilmente. E limite representa um destes saltos. Mais a frente eu vou voltar a discutir o salto logico que
representa a passagem de QQ para R, e ele representa este salto do conhecimento que vocé pode encontrar
procurando pela palavra chave salto de cardinalidade. Quem descobriu este salto foi o matematico Cantor
e que, ao morrer, comecava a duvidar de sua descoberta que somente ficou devidamente esclarecida
100 anos depois num grande esforco que foi feito na década de 40 para entender os fundamentos da
Matemadtica que estavam seriamente desestruturados por vdrias correntes de pensamento. Estd é uma
outra histéria que merece um artigo a parte.

Para romper este salto eu vou usar duma estrategia, dos exemplos de onde eu vou tirar a teoria. A
Matematica é uma linguagem, e a melhor maneira de aprender uma linguagem € pelos exemplos, foi
assim que voc€ aprendeu a falar a sua lingua materna, talvez portugués, como € o meu caso.

rimeiro eu vou definir um tipo particular de /imite, na verdade uma classe de limites. Nao se assuste
com esta referéncia a uma classe, lembre-se que um nimero racional, uma fragdo, € uma classe:

—=—-=—... (13)

e vocé convive muito bem com as classes de nimeros racionais. A primeira fracdo que eu escrevi desta
classe de niimeros racionais, % € um representante desta classe, a fracdo irredutivel da classe. Mas todas
as outras sdo tdo boas como a primeira. Quer dizer que existe uma infinidade de representacdes para =, e
vocé convive perfeitamente com isto. O conjunto dos numeros reais € formado também de classes e € o

limite que caracteriza cada uma das classes, e agora eu vou apresentar-lhe a classe do zero, o limite zero.

5 O limite zero

A palavra chave agora € convergir, que € quase que um sindnimo de /imite. Eu vou definir a classe das
sucessoes de niimeros racionais que convergem para zero. Comego com a defini¢do de convergéncia para
zero € mostro que o conjunto de tais sucessdes ndo € vazio e tem uma estrutura algébrica interessante.

Eu vou usar esta classe para definir um tipo particular de /imite que vai me permitir a construc¢ao da
teoria dos limites que € necessdria ao Célculo Diferencial e Integral.

Deixe-me comecar com um exemplo do qual vou tirar todos os dados para fazer uma defini¢ao.

t=1(0,0,0,0,...,0,...);t; = 0; (14)
k>0 = =41
Sz(sk)keNS{ E—0 — SS’:):S, (15)

A sucessao identicamente nula definida na equacao (eq.14) é um exemplo de sucessdo que converge para
zero, € a sucessdo constante zero. Um outro exemplo de sucessdo que converge para zero estd definida
na equacdo (eq.15). em que eu inclui uma regra de protecdo para o indice £ = 0, entretanto a definicao
poderia ser arbitréria, porque o que interessa numa sucessao € o seu comportamento para grandes valores
do indice e chama-se isto de comportamento assintotico.

Na figura (fig 3)), pagina [6 cola vocé pode ver o gréfico da sucessdo definida na (eq.15). Nela
vocé também pode ver retas horizontais marcando a abertura dum “paquimetro” com diametros d €
{1,0.5,0.2,0.1}, a dltima “abertura” ficou pouco visivel.

Paquimetro é o instrumento que vocé pode ver na figura @), pagina[l E um instrumento de alta
precisdo que serve para medir os didmetros, interno ou externo, de figuras cilindricas e usado pelos
tforneiros mecanicos.

coisa que uma br
diu com encanadc

Presidente Lula
é torneiro mecdni
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Figura 3:

Aqui eu estou usando um paquimetro para determinar quando
|sk| < e ee€{0.5,0.2,0.1}; (16)
e voce pode verificar na figura

1. € = 0.5 vale para todo k& > 2;
E>2 = |sg] <05=¢

2. € = 0.2 vale paratodo k > 5;
E>5 = |[sg] <02=¢

3. € = 0.1 vale para todo k£ > 10;

E>10 = |[sg| <0.1=¢

Procure entender as “traducées” que eu fiz de cada sentenca nos trés casos que eu considerei. E esta
tradugdo que eu vou usar na defini¢do.

Eu estou querendo determinar a partir de qual indice k é verdade que “|si| < €” e a figura me mostra
trés respostas para esta indagacao.

Agora vou fazer a a definicao de sucessdo que converge para zero usando a experiéncia com sucessao
da equagdo (eq.15).

Definicao 1 (sucessao) que converge para zero Seja s = (Si)keN tal que
(Ve>0)(FK eN) (k> K = |si| <e€); (17)
Entdo sj, converge para zero e se usa a nota¢do
s — 0; (18)

erro!

. . . . ~ s . . . 101 !
para indicd-lo. Hd também outra notagdo sobre a qual vou fazer comentdrios mais adiante. corrigido!
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O exemplo da equacido (eq.15) me deu as trés respostas listadas acima, mas ndo provou nada. Mas
logo eu fazer esta demonstragao.

Geometricamente, melhor dizendo, “figurativamente”, se vocé€ pegar um paquimetro, cuja imagem
vocé pode ver na figura @), pdgina[Z vocé pode estabelecer uma abertura e, como estabelece a defini¢do
e percorrer o grafico duma sucessdo até encontrar o indice K, a partir do qual a sucessdo fica confi-
nada numa faixa de raio e em volta do eixo OX como mostra a figura (fig 4)), pagina[/l Lembre-se, o
paquimetro serve para determinar didmetros, aqui estou usando para encontrar a largura e duma faixa em
que os termos da sucessao ficam confinados a partir de um indice K. Se isto for possivel, para qualquer
que seja €, vocé obteve

(k>K = |sp| <e€); (19)

vocé encontrou o indice K que corresponde a abertura € e a partir de K todos os termos da sucessao ficam
confinados numa faixa de largura e.

Agora eu preciso ter uma demonstracdo de que afirmacgdo vale para valores arbitrdrio de ¢, entdo a
sucessdo se encontra no conjunto Sy. Preciso demonstrar por que exemplos nada provam.

Vou fazer demonstragoes, e vou comecar com exemplos simples para que vocé compreenda a razdo
da coisa. Deixe-me provar que a sucessao do exemplo apresentado na (eq.15) pertence ao conjunto Sp.

) . Piueto .
r<e = k> (20) .
K =[¢]; 1) - '“\ \ \ i

k>K = |fl<e (22) Y ’ ““\5'\2, He ‘
Entdao K > %, entretanto eu procuro 0 menor in- ! \ E}g
teiro que satisfaz esta condicdo, porque eu pre-
ciso especificar um inteiro a partir do qual fica @
garantido que sy, entra dentro da faixa de raio ‘
que fica em volta do eixo O X porque estou de- p g
finindo quando s tem limite zero. s 0 s s )

Deixe-me trocar em middos o conteddo da 18 et e el
senten¢a da equacgao (eq.21). Voc€ viu na figura eess
(figB)
Figura 4: paquimetro e uma sucessdo nula

1 1
k> — =9 205 (23
~ 05 = %S (23)

mas nem sempre % € um ndmero inteiro e os indices das sucessdes sdo nlimeros inteiros € por isto que eu
preciso estipular o menor inteiro que seja maior ou igual % que € o conteuido da notacdo L%j A maioria
das linguagens de programacdo entendem este simbolo da Matemadtica que elas chamam de ceil, que
significa fefo em ingl€s, na linguagem do império.

e O menor inteiro que € maior ou igual a 0.5 é 1
e O menor inteiro que € maior ou igual a 1.5 é 2
e O menor inteiro que € maior ou igual a2.5é 3
e O menor inteiro que € maior ou igual a 3.5 é 4

e O menor inteiro que € maior ou igual a4.5é5

O menor inteiro que € maior ou igual a 5.5 € 6
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e O menor inteiro que € maior ou igual a 6.5 €7

O menor inteiro que € maior ou igual a 7.5 é 8

e O menor inteiro que € maior ou igual a 8.5 €9

e O menor inteiro que € maior ou igual a 9.5 € 10
e O menor inteiro que € maior ou igual a 10.5¢ 11
e O menor inteiro que € maior ouiguala 11 é 11

para obter estes exemplos eu rodei o comando

for (k=0.5;k<11; k++) {

print "
item O menor inteiro que é maior ou igual a ",

"¢ ", ceil (k)

} num terminal, executando calc. O dltimo exemplo, como o nimero 11, eu acrescentei manu-
almente! Mas bastava acrescentar um if () para obter tudo automaticamente e depois apenas raspar e
colar dentro do editor.

Na pratica esta definicdo me permite encontrar uma aproximagdo para o valor assintdtico que a su-
cessdo representa, quer dizer um valor que eu posso colocar no lugar de s; = % para ser usado como
representante para esta sucessdao com um erro da ordem e.

Esta frase ndo é fécil, e ela representa um primeiro passo para a compreensao do limite que Richard
Courant dizia que “era o limiar do ensino superior, e ele falava isto em 1940. .. Continua ainda sendo a
porta de entrada para o Calculo. Se vocé passar por esta porteira o resto € bem mais simples. E eu vou
justificar isto ao longo deste texto.

O que me interessa numa sucessdo que convirja para zero € que ela tenha propriedades, e isto quer
dizer, satisfaca a sentencgas que possam ser traduzidas para um programa de computador que, pelo menos,
mostrem graficamente a relagdo K, e para um valor de € estipulado.

Foi o que usei para obter dois dos graficos que aparecem neste texto que foram produzidos com auxilio
de duas linguagens de programagio, calc,[1]] para fazer as contas, € gnuplot, [3l], para produzir os
graficos. O programa que usei para obter estes graficos pode ser baixado de [2, SucessoesNulas.calc].

O caso destes dois graficos € um exemplo simples da intrinsica praticidade que tem o formalismo
matemdtico.

Nao somente para eu possa traduzir para um programa de computacdo, mas eu preciso de sentencas
que caracterizem logicamente o conjunto que eu quero definir que eu preciso escrever formalmente para
usar tanto em demonstracdes como em programas de computacao.

Vou estabelecer isto de forma algébrica. Como ja dei dois exemplos de tais sucessdes, posso tranqui-
lamente falar que existe um conjunto de tais sucessdes e dar-lhe um nome.

So = {s; s sucessdo que converge para zero }; (24)

e os dois exemplos acima mostram que Sy # ()

6 Propriedades do conjunto .5

1. Paratodonimero K € Q, ses € Sy = Ks € 5.
E que significa esta afirmagao? Significa que o conjunto Sy € estavel por multiplicagao: K.Sy C Sy
para qualquer nimero racional K.

E aqui eu posso falar baixinho um segredo, K * 0 = 0? Sim, eu vou querer depois definir Sy como
a classe do zero! E isto que € limite, sdo classes de equivaléncia que definem nimeros.
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2. s,t €Sy = s+teSyquesignifica que Sy € fechado para adi¢des. Isto ja comega a fornecer
uma estrutura algébrica ao conjunto Sy. Pode ser que (Sp, +) seja um grupo com a operacdo de
adicdo. A propriedade anterior confirma, porque se s € Sy entdo —s € Sy tomando agora K = —1.
Quer dizer que todo elemento em .Sy tem um inverso aditivo.

Olhaosegredo: 0+ 0=0;-0=0; K *x0=0...

3. A propriedade comutativa € nata, uma vez que estarei somando sucessdes de nimeros racionais,
assim como as propriedades associativa e distributiva. Repetindo a soma de sucessodes é comutativa,
associativa e distributiva do produto em relagdo a soma. Com isto cheguei a que (Sp, +) é um
grupo comutativo. Confira a defini¢do de grupo, mas é a mesma estrutura que tem (Z, +) que é
um grupo.

4. Ses,t €Sy = |si||tx] < €2 < e quando eu escolher € < 1, para um valor maximo das escolhas
de K que satisfizerem a condicdo para cada uma das sucessdes s, t. Esta frase ficou complicada!
Para cada uma das sucessoes s, ¢ e tenho indices K1, K2 que eu posso colocar na defini¢do de limite
e garantir que

‘Sk| < €, |tk| <€ (25)

mas considere o maior dos dois K1, K5 e chame-o de K e agora vale

E>K = |si| <e€lte] <e¢ (26)
k>K = |sillte] <€ <e¢ (27)
k>K = |sgllte]l <€ (28)

Esta explicacgdo extra que dei agora é um exemplo interessante, os autores muitas vezes atropelam as leitoras
tirando conclusdes curtas como eu fiz, antes de me corrigir. Desconfie sempre que vocé ndo entender um texto
de Matematica, muito provavelmente o autor estd atopelando-a, tente abrir as contas que € uma giria muito
usada entre os estudantes de Matemdtica quando encontram um resultado meio complicado. E porque ficaram
escondidos os passos intermedidrios. Abra as contas!

ntdo (S, -) é fechado para multiplicagdo isto faz com que (Sp, +, -) seja um anel. Ou seja este
conjunto de sucessdes que convergem para zero é uma estrutura algébrica semelhante a (Z, +, -).

E porque eu fiz a restri¢do € < 1? Porque interessa-me garantir que s € Sy entdo s € uma sucessao
assintoticamente pequena, quer dizer, na desigualdade

skl <€ (29)

eu vou precisar de escolher valores pequenos para e.
E olha o segredo, Sy * Sy C Sp; 0% 0 = 0;

7 Definicao geral de limite

O maior sucesso de Sy consiste em que Sy + ;7 € Q € um conjunto de sucessdes que “convergem
para r” que € a proxima definicdo. Esta frase € incomum nos textos de Matemadtica, ninguém costuma
fazer previsdes antes de estabelecer a definicdo, mas acho que cria um suspense pedagdgico fazer desta
maneira. Quero mostrar que Sy + ;7 € Q é o conjunto da sucessdes que convergem para 7 € preciso
agora definir o que significa uma sucessao convergir para r, o que vou fazer alterando a definicao de
convergéncia para zero. Depois vou voltar para provar que Sy + r € o conjunto das sucessoes que
convergem para .
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O tragico quando construimos Matematica e que nos vem ideias brilhantes, que funcionam, apenas
nao sabemos depois como prouzi-las na pratica, entretanto este € um item irrelevante para a Matematica.
Neste caso eu simples ndo como calcular Sy + ;7 ¢ Q! Isto vai me forgar a encontrar outra saida.

Na busca desta saida eu vou agora definir limite expandindo a definicao de limite zero, se achar
complicado, leia logo o comentdrio que se segue a defini¢ao.

Definicao 2 (sucessao) que converge parar € Q Seja s = (sy)ken tal que
Ve>0)(3K eN)(k>K = |sp—7|<e€); (30)

Eu defini a convergéncia para r € (), porém, como incluir nas contas r ¢ (Q? Esta é uma dificuldade
psicoldgica de quem esta passando inicialmente pelo estudo do limite. Se estou “construindo”, como
posso fazer uso dum elemento de um conjunto que ainda néo estd construido? o que significa r ¢ () nesta
definicdo. Isto € mais do que um problema psicoldgico, € um problema de 16gica. Deixe-me mostrar uma
alternativa e desarme sua mente se souber que ela é dificil. Alids, ndo espere nada ficil em Matematica,
mas lembre-se que Matemadtica € uma construc¢ao de seres humanos, como vocé. E o que for dificil apenas
exige mais concentragao e trabalho, nada € impossivel.

Se r = /2 ainda poderia ser possivel fazer algumas contas alterando a expressio |sj — v/2| < € para
encontrar

k>K = |sp—V2| <e (31)

mas, se » = 7 ficaria complicado! Avangando no curso de Calculo vocé vai encontrar formulas que lhe
vao permitir calcular um pedago da dizima que fornece uma aproximacao par 7 mas ainda assim vai ser
trabalhoso operar com a desigualdade, dado um erro e.

Preciso encontrar uma alternativa, e ela existe, e estd no ponto de apresenta-la.

Exemplos sempre mostram o caminho para construir a teoria. Deixe-me comecar com

r= % = 1.33333333333333333333 . . . (32)
S99 = 1.33333333333333333333; (33)
acompanhe as contas
S90 = 1.33333333333333333333; (34)
s40 = 1.3333333333333333333333333333333333333333; (35)
S40 — S20| = 0.0000000000000000000033333333333333333333 < 15’7; (36)
|40 — S20| < Toers (37)
|s40 — S2000| < 16%; (38)
|40 — S2000000] < TooT (39)

vocé precisa ler os célculos feitos nas equagdes (eq.36)- (eq.39) para entender o que vou agora comentar.
O erro ao considerar o limite de s como sendo sog = 1.33333333333333333333 € menor do que 10%.
Repetindo, % # 1.33333333333333333333 mas tomar 1.33333333333333333333 em lugar de
representa cometer um erro da ordem de 15’7.
Claro, % € Q e nds sabemos, os computadores sabem, fazer contas com este simbolo. O que nem
os computadores € nem nos sabemos € fazer contas com 7. E € esta a razdo deste texto. Como € que
vamos falar com os computadores e lhes passar um valor para 7, ou qualquer outro nimero que nao seja

racional? A tnica forma de fazé-lo é passando um valor aproximado como

Ll

4
3 ~ 1.33333333333333333333; (40)

erro!
corrigido!
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Repetindo, no caso dos nlimeros racionais eu posso passar a um programa de computador o seu valor
exato % que também € um valor simbolico. No caso de 7 eu tenho que usar

T~ 3.14159265358979323848 41)

sabendo que estou cometendo um erro da ordem de 10%.

Observe que eu sei que estou cometendo um erro desta ordem, o que ainda significa que eu tenho o
controle do erro que estou cometendo. Isto ainda quer dizer que sei qual é o limite duma sucessdo de
numeros racionais que se aproxima de 7 e posso parar o processo algoritmico do cdlculo de m quando for
atingida a precisio que eu precisar.

Estes cdlculos me deixam no ponto de mostrar-lhe o0 método para verificar se uma sucessao tem limite
ou ndo, se ela é convergente ou nao e finalmente se for convergente como tomar decisao pela escolha dum
valor aproximado. As diferencas |s,, — s, | é que vdo controlar a escolha de m como o ponto de decisdo
e entdo o limite r =~ s,,, € assim eu cheguei no critério de Cauchy para determinagdo de duas coisas:

1. se s, € convergente,

2. adecisdo de quando parar o algoritmo quando a precisdo atingida for a desejada.

-

E raro um autor se referir ao critério de Cauchy como um método prdtico de aproximagdo. Usu-
almente ele € apresentado como um método tedrico, o que ele €, mas é importante o seu aspecto de
determinag@o da aproximacdo desejada, ou necessdria. Deixe-me enunciar o critério de Cauchy que €
simples reformulagdo das contas que eu fiz nas equagdes (eq.36)- (eq.39).

Definicao 3 (critério) de Cauchy
(Ve) 3K e N) (m,n > K = |s;, —sn| <€) <= s, converge; (42)
A sucessdo s converge se e somente se satisfizer ao critério de Cauchy.

Observe que o critério de Cauchy garante que a sucessao converge mas fica silencioso a respeito do
valor do limite. Quando o critério de Cauchy for verificado, entdo eu sei que qualquer um dos dois valores
Sm, Sn, podem ser usados como uma aproximagdo para o valor do limite com a garantia de que o erro
cometido € da ordem de e.

O critério de Cauchy € uma garantia de que o limite existe, ele estabelece quando um sucessado é
convergente. E ele que divide as sucessdes em duas grandes classes: a classe das sucessdes convergentes,
aquelas que definem dizimas e a classe das sucessoes divergentes, aquelas que nao definem dizimas.

Deixe-me dar-lhe um exemplo usando %, exatamente porque eu sei tudo a respeito deste simbolo. s,, é
a dizima periddica que aparece na (eq.40). Eu quero que o erro mdximo envolvido com uma aproximagao
seja 0.1 para ser modesto. . .

|Sm — sn| < 0.1 = ¢ (43)
|1.33333333333333333333 — 1.3| = 0.033333333333333333333 < 0.1; (44)

entdo s = 1.3 € o valor do limite com um erro ¢ = 0.1, bem modesto.

Observe que eu evitel de usar os exemplos com 7 porque o algoritmo para determinar as decimais
desta dizima € bem complicado e mais adiante, no Curso de Calculo vocé ird encontrd-lo quando estiver
estudando integral. Neste momento seria dificil de fazer uso deste exemplo.

Agora eu posso redefinir Sy, como o conjunto de todos os elementos do anel das sucessdes conver-
gentes que tém limite zero. E a classe das sucessdes de Cauchy que definem o zero. 7 + Sy é a classe das
sucessdes de Cauchy que definem 7, apenas eu ndo sei fazer esta conta.

critério de Cauchy
é uma condicdo
de existéncia!

Um erro!
Corrigido!
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Entdo eu vou encontrar uma saida bem a gosto dos Matematicos que adoram brincar de faz de contas.
Vou fazer de contas que eu sei, e € incrivel como este método funciona, e por isto que Matematica é
uma grande diversdao, que infelizmente também serve para os banqueiros colocarem para funcionar o
video-game que eles chamam de mercado.

Vou fazer exatamente a mesma coisa que se faz com os nimeros racionais, com as fragcdes, se define
uma relagdo de equivaléncia. Agora vou usar o critério de Cauchy que € uma relacdo de equivaléncia.

Definicao 4 (critério) Cauchy como relacdo de equivaléncia Considere duas sucessoess,t se
(Ve) 3K e N) (n,m > K = |s; —tm| <€) <= s=t; (45)

As duas duas sucessoess,t sdo equivalentes a Cauchy. Se uma delas for convergente, a outra também
serd e terdo o mesmo limite, ou melhor, definirdo o mesmo niimero real. Se uma delas for divergente, a
outra também serd.

Agora Sy é a classe do zero, é uma classe de equivaléncia desta relacdo recém definida. E uma
classe de sucessdes de Cauchy de niimeros racionais. Embora esta defini¢cdo possa, inicialmente, parecer
esdrixula, é precisa e exata. Compare com um numero racional, que também € uma classe fragdes
equivalentes, embora nao seja isto dito com frequéncia. Em geral se diz, erradamente, que um nimero
racional é uma fracao g; q # 0, quando na verdade é uma classe de equivaléncia de tais fracoes.

Da mesma forma um ndmero real € uma classe de equivaléncia de sucessdes de Cauchy um dos
exemplos mais féceis € o caso de raiz de dois.

7 pode ser obtido de forma muito rudimentar com uma definicdo geométrica que os gregos tonaram
muito conhecida, é mais simples do que /2, porque uma aproximagio para m pode ser obtida com
poligonos regulares convexos inscritos num circulo de raio 1, a sucessao dos perimetros destes poligonos
€ uma sucessao crescente para o limite que € 7. Outra forma de obter uma aproximagdo para 7 é com
poligonos regulares circunscritos a uma circunferéncia de raio 1, resulta numa sequéncia decrescente para
o limite que é . Aqui vocé vé duas sucessdes de Cauchy, que t€m o mesmo limite, consequentemente
duas sucessdes de Cauchy equivalentes, dois exemplos da classe designada pelo simbolo 7.

Na figura (fig[3)), pagina[I2] vocé pode ver duas sucessdes, uma decrescente e a outra decrescente que

6 T T T T
0

"dados1" x

"dados2"

5 3.1415926535897932 4

Figura 5:

convergem para 7. Elas foram obtidas considerando os perimetros de poligonos regulares circunscritos e
inscritos. Este € um exemplo corrupg¢do lgica, o programa que rodei usa 7 para calcular o perimetro dos
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poligonos e naturalmente esta ndo pode ser uma forma de construir uma sucessao que convirja para .
Mas como j4 disse, avancando no estudo das integrais voc€ vai encontrar uma que fornece um algoritmo
para calcular a constante de Arquimedes. Na figura (fig[3)), a linha horizontal cheia representa a dizima
.

O programa vocé encontra em [2, NumerosReais.calc].

Qualquer sucessao convergente de nimeros racionais € uma sucessdo de Cauchy. Outra forma de
dizer isto € toda dizima é um sucessdo de nlimeros racionais congergente definindo um nimero real.

Para /2 se pode usar o algoritmo do célculo da raiz escolhendo-se ora uma casa inferior ora uma
cada superior, no algoritmo, para obter duas sucessdes equivalentes que convergem para /2,

1,1.4,1.41,1.414,1.4142,1.41421,1.414213, . .. (46)
2,1.5,1.42,1.415,1.4143,1.41422,1.414214, . .. (47)

Esta ¢ uma introduc¢@o a constru¢do dos nimeros reais, uma das trés mais conhecidas que € a minha
preferida: via sucessdes de Cauchy. Fazendo uma rapida defesa das sucessoes de Cauchy, ou melhor do
teste de Cauchy, este teste prové uma aproximacao para um ndmero real com o erro estipulado €:

Ve > 0; 3K € N; (48)
n,m>K = |z, — x| <e (49)

querendo parar o processo de constru¢cdo dum nimero real com precisdo € basta descobrir K € N do
teste de Cauchy, entdo qualquer x,; n > K € uma e aproximacao para o nimero real procurado. Portanto
um método prético e ndo um dificil método teérico como algumas vezes € pintado o método de Cauchy.

Os passos desta constru¢do eu vou apenas mencionar como uma lista de exercicios, ndo muito ficeis,
para a leitora interessada:

1. O conjunto de todas as sucessdes de nimeros racionais, seja S este conjunto, ¢ uma algebra com
divisores de zero. D€ pelo menos um exemplo de divisor de zero.

2. O conjunto de todas as sucessdes que convirjam para zero (logo sucessdes de Cauchy) € um ideal
maximal da dlgebra S. Deixe-me chamar este ideal maximal de Sj.

3. O quociente por um ideal maximal, numa algebra, ¢ um corpo, neste caso o corpo dos nimeros
reais: S/Sy) = R.

Uma das consequéncias desta constru¢@o sio as propriedades do limite que se tornam ébvias neste
contexto e praticamente impossivel de serem demonstradas, como se pretende, no Célculo Diferencial e
Integral a ndo ser que os exercicios acima sejam feitos.

8 Uma notacao do limite

Eu fujo fortemente da regra no que diz respeito a notacdo do limite. Para comegar o proprio conceito
de limite deve ser discutido. O limite € um operador que se aplica a distintos tipos de fun¢do e vocé vai
ver isto ao longo do Curso de Célculo. No caso das sucessdes, que sao funcdes cujo dominio € o conjunto
N, interessa-me saber qual é o comportamento assinttico duma sucessdo que € o seu valor no co. Se ela
tiver um valor no oo, quer dizer que ela tem limite ou ainda € convergente.

Entdo a notacdo que eu uso €

s€Sy = lim s =0; (50)
Jim 1.333--- = (3)=1%; (51)
kh_m 3.1415926 - - - = ; (52)
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sdo exemplos do valor do operador /imite atuando sobre algumas das dizimas conhecidas.

9 Porque Cantor morreu doido

Foi Cantor que descobriu o salto de cardinalidade e que tentou demonstra-lo sem sucesso e nem
mesmo convencer os matematicos de sua época de havia um salto de cardinalidade, a tal ponto que ao
final da vida nem mesmo ele acreditava em sua descoberta. Morreu doido!

Se um conjunto S tiver n € N elementos, entdo o conjunto das partes de S, P(S) terd 2" elementos.
Isto € uma consequéncia imediata do bindmio de Newton que descreve em cada linha as combinagdes de
n elementos tomados p — a — p porque dado um conjunto com n elementos os seus subconjuntos sao as
combinagdes dos seus elementos. Em outras palavras combinagdo € sindnimo de subconjunto.

Mais,

S cP(9) (53)

subconjunto préprio valendo logo para o ().

Uma sucessdo € um arranjo dos elementos do conjunto de chegada contendo portanto todas as
combinacdes dos elementos do conjunto de chegada como um subconjunto préprio entdo o conjunto
S das sucessdes de nimeros racionais contém como subconjunto préprio o conjunto Q e contém também
como subconjunto préprio P(Q).

Cantor descobriu que a cardinalidade de Q e de P(Q) eram distintas e que, se eu pudesse escrever a
desigualdade sem sentido

card(Q) < cardP(Q) (54)

ndo havia nenhum conjunto com cardinalidade intermedidria. Portanto havia um salto de cardinalidade.
Na verdade a cardinalidade é¢ uma classificacdo das complexidades. Eu entendo que cardinalidade e
complexidade se equivalem. Cantor ndo conseguiu uma demonstracio para sua descoberta € nem mesmo
conseguiu convencer a ninguém que tal salto existia. Foram precisos passar 100 anos para que Paul Cohen
completando a tese de Godel e estabelecendo que nao € possivel ter em Matemadtica uma tUnica teoria
dos conjuntos e sim pelo menos duas, uma delas é a chamada teoria dos conjuntos de ZFC (Zermelo-
Fraenkel). Na teoria dos conjuntos de ZFC o salto de cardinalidade é um axioma que Cantor estava
tentando demonstrar.

E o que Richard Courant sentia e expressou dizendo que limite, quer dizer, niimero real era o limiar da
Matematica Superior. Em boa parte € isto que torna tio dificil provar as propriedades do limite, na verdade
0 que se estd tentando provar sao as propriedades dos nlimeros reais que eu aqui contornei produzindo
R a partir dum conjunto que tem uma estrutura algébrica bem estabelecida e de facil demonstracao.
R herda as propriedades de Q deixando de existir uma coisa chamada propriedades do limite que sao
simplesmente as propriedades de R.

Finalizando, a cardinalidade de R é um novo salto na escala de cardinalidades que é chamada de c a
cardinalidade do continuo.
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