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0.2 Informacoes

O programa DiferencialExata.py foi usado na confecao desta lista e ele se
encontram na pagina da disciplina no link “programas”. Também foi usado
com algumas alteragoes, o script do gnuplot que aparece na questao 5.

Data da entrega da lista: dia 20 de maio, segunda-feira.

Exercicios 1 (Integral de linha) Teorema de Green

0.2.1 Objetivo

Teorema de Green
Palavras chave: campo conservativo, campo escalar, campo vetorial, diferencial

exato, integral de linha, integral multipla

1. Derwadas parciais

(a) (V)] J(F)] ] Sendo F(z,y) = z cos(y) a jacobiana de F ¢
V(F)=(cos(y) zsin(y) )= ( Fx F, ) (1)

(b) (V)] J(F)[] Sendo F(z,y) = @ cos(y) a jacobiana de F é
V(F)=(cos(y) —zsin(y) )=( F. F,) (2)

(c) (V)[](F)]] SendoF (x,y) = (1,zy,xy) a jacobiana de F é
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(d) (V)[](F)[] Sendo F(x,y,z) = xcos(y)+zcos(x) que é um campo es-
calar, o gradiente de F' = V(F) é a matriz formada por sua derivadas
parciais



V(F)=J(F) = ( cos(y) — zsin(z) —=zsin(y) cos(z) )=
=(F Fy Fy):<%_5 %_Z %_l;)

¢ um campo vetorial.

(e) (V)[J(F)[] Sendo F(x,y,z) = (y,2,x) que é um campo vetorial, a
jacobiana de F é

(4)
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2. Deriwvadas e campo vetorial

(a) (V)[](F)[] Se f(x,y) = xy entdo f € um funcao escalar de varidvel
vetorial e pode ser uma derivada.

(b) (V)[J(F)] [Potencial Como f(x,y) = zy € um func¢do escalar de
varidvel vetorial, um campo escalar entao f ndo pode ser uma derivada.
FEla mede (ou descreve) uma quantidade, é um potencial.

(¢c) (V)] J(F)[ JCampo vetorial Sendo F(x,y, z) = (z,y,xy, 2), entdo F é
um campo vetorial e pode ser uma derivada. Se for uma derivada de
uma func¢ao continuamente diferenciavel, as derivadas mistas serao
iguais (teste!).

(d) (V)[](F)[ ] Campo vetorial Sendo F(x,y,z) = (z,y,xy, 2), entdo F
¢ um campo vetorial mas nao é uma derivada porque, como tem trés

varidveis teria que ter apenas trés derivadas parciais como coorde-
nadas na imagem.

(e) (V)[J(F)[] A funcgao f(x) = (x,2y) estd mal definida.

3. Clircuito fechado

Considere as curvas definidas pelas equagoes em algum intervalo de parametrizagao
a ser determinado.

a1 = (21(t),51(t)) = (£,9 = 7); (6)
ay = (2(t), y2(t)) = (t,1* — 4); (7)
ag = (w3(t), ys(t)) = (t,23/4 — 7/2); (8)
s = (2a(t),ya(t)) = (£, —2t* + 31/2); (9)



(c) (V)[](F)[] Como a curva oy passa nos pontos A, B, definidos nos
itens anteriores, entdo podemos redefinir oy como

al(t> = (xl(t)7y1(t>) = (t,9 — t2>;'[; c [—7“7 ’I“];’I“ — g

e diremos que oy € um caminho entre os pontos A, B.

(d) (V)[](F)[] Como a curva as passa nos pontos A, B definidos nos
itens anteriores entao podemos redefinir ag como

aa(t) = (22(1), y2(t)) = (tvtg —4)t € r,—rl;r= g

e diremos que as € um caminho entre os pontos A, B.

(e) (V)] ](F)[ Jeurva fechada Como as curvas oy, s passam nos pontos
A, B definidos nos itens anteriores entdao podemos definir o como

te[-rr); a(t); /13
a(t) :{ telr,—r]; as(t); = 2 (10)

e diremos que o € um circiito fechado comecando em A e terminando
em A.

observagao: Aqui usei uma forma pouco usual de parametrizacao,
usando o intervalo [r, —r|, em vez disto, o que se faz em geral € trocar
o sinal do parametro:

t € [—rr;az(—t)

com isto inverte-se o sentido do percurso da curva (troca-se o sinal

da derivada).

4. Clrcuito fechado Entender curvas e suas parametrizagoes.

Considere as curvas definidas pelas equagoes em algum intervalo de parametrizagao
a ser determinado.

ar = (z1(t), (1) = (,9 — 7); (11)
ag = (22(t), y2(t)) = (t,* — 4); (12)
az = (z3(t), ya(t)) = (t,23/4 — 1?/2); (13)
oy = (24(t),ya(t)) = (t, —2t> + 31/2); (14)

(c) (V)[](F)[] Como a curva as passa nos pontos A, B definidos nos
itens anteriores entao podemos redefinir ag como

13

as(t) = (1(8), (1) = (£,23/4— 2/2);t € [or0]; 7 = [



e diremos que ag € um caminho entre os pontos A, B, (vai no sentido
de B para A).

(d) (V)[](F)[] Como a curva ay passa nos pontos A, B definidos nos
itens anteriores entdo podemos redefinir oy como

ay(t) = (21(t), y1(t)) = (¢, —2t% + 31/2);t € [r,—r];r = g

e diremos que cy € um caminho entre os pontos A, B, (vai no sentido

de A para B).

(e) (V)[](F)[] Como as curvas as, cy passam nos pontos A, B definidos
nos itens anteriores entao podemos definir 5 como

tel[-rrlas(t); /13
6“*:{tevfwh£@y’r— o (15)

e diremos que 8 € um circuito fechado comegcando em A e terminando
em A.

observagao: Aqui usei uma forma pouco usual de parametrizacao,
usando o intervalo [r, —r|, em vez disto, o que se faz em geral € trocar
o sinal do parametro:

t € [—rr;as(—t)

com isto inverte-se o sentido do percurso da curva (troca-se o sinal

da derivada).

5. Circuito fechado Objetivo usando gnuplot para entender curvas e suas
parametrizagoes.

Considere as curvas definidas pelas equagoes em algum intervalo de parametrizagao
a ser determinado.

ar = (z1(t), 1) = (,9 — 7); (16)
ag = (22(t), y2(t)) = (t,t* — 4); (17)
az = (z3(t), ya(t)) = (t,23/4 — 1?/2); (18)
oy = (24(t),ya(t)) = (t, —2t> + 31/2); (19)

(a) (V)[](F)[] Os comandos do gnuplot

pow(x,n)= x**n;

set parametric

x_1(t) = t; y_1(t) = 9 - pow(t,2);

x_2(t)= t; y_2(t) = pow(t,2) - 4;

x_5(t)= t; y_5(t) = 2.5

plot x_1(t) , y_1(t), x_2(t) , y_2(t), =x_5(t), y_5(t) ;
pause -2 "Aperte enter para terminar ";



(b)

(¢)

mostram o grdfico das curvas oy, Qs.
(V)[](F)[] Os comandos do gnuplot

pow(x,n)= x**n;

set parametric

r = sqrt(13/2.0);

set trange [-r:r]

x_3(t) = t; y_3(t) = 23/4.0 - pow(t,2)/2.0;

x_4(t) = t; y_4(t) = 31/2.0 - 2*xpow(t,2);

x_5(t)= t; y_5(t) = 2.5;

plot x_3(t), y_3(t), x_4(t), y_4(t), x_5(t), y_5(t) ;

pause -2 "Aperte enter para terminar ";

mostram o grdfico das curvas as,ay sendo entao possivel definir o
circiito (curva fechada) v com as equagies

2(t) = { O VIE VI ')

é uma curva fechada que passa nos pontos A = (r,2),B = (-r,2) e
qualquer um deles pode ser definido como o ponto inicial da curva 7.
observagao: Aqui usei uma forma pouco usual de parametrizacao,
usando o intervalo [r, —r|, em vez disto, o que se faz em geral € trocar

o sinal do parametro:
t € [=rr];as(-t)

com isto inverte-se o sentido do percurso da curva (troca-se o sinal
da derivada).

(V)[](F)[] Os comandos do gnuplot

pow(x,n)= x**n;

set parametric

r = sqrt(13/2.0);

set trange [-r:r]

x_1(t) = t; y_1(t) = 9 - pow(t,2);

x_4(t) = t; y_4(t) = 31/2.0 - 2xpow(t,2);

x_5(t)= t; y_5(t) = 2.5;

plot =x_1(t), y_1(t), x_4(t), y_4(t), =x_5(t), y_5(¢t) ;
pause -2 "Aperte enter para terminar ";

mostram o grdfico das curvas ai,ayq sendo entao possivel definir o
circiito (curva fechada) vy com as equagdes

te[—r:r); ai(t);

~v(t) = { telr: .—r); o (8): ;7 =1/13/2.0; (21)

é uma curva fechada que passa nos pontos A = (r, g), B = (-, g) e

qualquer um deles pode ser definido como o ponto inicial da curva 7.



(d)

(¢)

observagao: Aqui usei uma forma pouco usual de parametrizacao,
usando o intervalo [r, —r|, em vez disto, o que se faz em geral € trocar
o sinal do parametro:

t € [—rrl;as(—t)

com isto inverte-se o sentido do percurso da curva (troca-se o sinal
da derivada).

(V)[](F)[] Os comandos do gnuplot

pow(x,n)= x**n;

set parametric

r = sqrt(13/2.0);

set trange [-r:r]

x_1(t) = t; y_1(t) = 9 - pow(t,2);

x_3(t) = t; y_3(t) = 23/4.0 - pow(t,2)/2.0;
plot x_1(t), y_1(t), x_4(t), y_4(t)

mostram o grdfico das curvas ai,as sendo entao possivel definir o
circiito (curva fechada) vy com as equagdes

~(1) :{ ii;r_:; Z;g; .= \/13/2.0; (22)

é uma curva fechada que passa nos pontos A = (r,2),B = (-r,2) e

qualquer um deles pode ser definido como o ponto inicial da curva 7.
observacgao: Aqui usei uma forma pouco usual de parametrizacao,
usando o intervalo [r, —r|, em vez disto, o que se faz em geral € trocar
o sinal do parametro:

t e [—rr;as(—t)

com isto inverte-se o sentido do percurso da curva (troca-se o sinal
da derivada).

(V)[](F)[] Os comandos do gnuplot

pow(x,n)= x**n;

set parametric

r = sqrt(13/2.0);

set trange [-r:r]

x_2(t) = t; y_2(¢) pow(t,2) - 4 pow(t,2);
x_4(t) = t; y_3(t) = - pow(t,2) + 31/2.0;
plot x_2(t), y_2(t), x_4(t), y_4(t)

mostram o grdfico das curvas as,ay sendo entao possivel definir o
circiito (curva fechada) vy com as equagdes

te[—r:r); as(t);

~(t) = { Felr:—r): aa(t): ;T =14/13/2.0; (23)



é uma curva fechada que passa nos pontos A = (r, g), B = (-, g) e
qualquer um deles pode ser definido como o ponto inicial da curva 7.
observagao: Aqui usei uma forma pouco usual de parametrizacao,
usando o intervalo [r, —r|, em vez disto, o que se faz em geral € trocar

o sinal do parametro:
te [_Tv T]a O-/4(_15)

com isto inverte-se o sentido do percurso da curva (troca-se o sinal

da derivada).

6. Integral de linha

Considere o campo vetorial

(z,y) = (P(z,9), Q(z,9)); (24)
(P(z,y),Q(z,y)) = (v, —); (25)

ar = (z1(t), (1) = (£,9 —%); (26)
ag = (z2(t),ya2(t)) = (t, 1 — 4); (27)
az = (z3(t),y3(t)) = (t,23/4 —t7/2); (28)
oy = (w4(t),ya(t)) = (¢, 2t + 31/2); (29)

que se encontram todas mos pontos A = (,/E é) ou no ponto B =

272
(—\/1—237%)-

O simbolo ¢ representa uma integral que estd sendo calculada ao longo de
uma curva e € chamado de “integral de linha”. O seu valor se reduz a uma
integral comum do Cadlculo I quando escrevermos uma parametrizacdo para
a curva sobre um intervalo [a, b).

By

(a) (V)[J(F)[] $ P(z,y)dz+Q(z,y)dy ZAf (P(w1,y1)dwy + Q(w1,y1)dy1) dt

em que [Ay, B1] € um intervalo de parametriza¢ao da curva ;.
B,

(b) (V)[J(F)[] $ P(x,y)dz+Q(z,y)dy = [ (P(z1,y1)dz1 + Q(x1,y1)dy1) dt

A
em que [A1, B1| € um intervalo de parametriza¢ao da curva ay, a
menos do sinal. Depende do sentido do percurso.

(¢) (VI[J(F)[] § Pla.y)detQlz,y)dy = jP(xl, y1) e+ Qa1 )dyrdt =
+13



(@) (V[ () ] § Pla.y)de+Q(e, y)dy = jP(ml,yodm@(xl, g1 )dysdt ~
113.4 '

(e) (V)[J(F)]] f P(xz,y)dz+Q(z,y)dy = f P(z1,y1)de1+Q(x1, y1)dyrdt =
456.9390587745

7. Este item estd baseado no programas DiferencialExata.py que se encon-
tram no link “programas” da pdgina da disciplina. A leitura e compreensao
deste programa facilita a resolugao da questao, mas nao € necessaria. Esta
questao foi feita com auxilio deste programa e dum script do gnuplot que
se encontra na questao 5 desta lista.

Considere o campo vetorial (P(z,y),Q(z,y)) = (y/2,—x/2)

Integral de Linha

(a) (V)[](F)[] (P,Q) é uma derivada porque

oP _ 0@
oy Oz

atendendo assim a condi¢ao do teorema de Clairot-Schwarz para derivadas
mistas.

(b) (V)[J(F)[] A integral de Pdx + Qdy sobre o circulo unitdrio
(cos(t),sin(t));t € [0, 27|

é nula.
(c) (V)[](F)]] A integral de Pdx 4+ Qdy sobre o circulo unitdrio

(cos(t),sin(t));t € [0, 27|

é vale L.

(d) (V)[J(F)[] A integral

/ 8—P — 6—dedy

vale .

(e) (V)[](F)]] A integral

[ 5~ aes

vale 0.



8. Derivada de um campo Vetorial
F:R" — R™.
(a) (V)[J(F)[]J(F):R" = R™
(b) (V)[I(F)[] J(F):R" — R™™
(c) (V)[J(F)[]J(F):R™™ — R™
J(F) :
J(F) :

(d) (V)[J(F)[]J(F): R"™ — R
(¢) W F):RM™m 5 Rt™

9. Integral de Linha

F(r,0) = (rcos(0),rsin(0)) = (z,y);

¢ a mudanca de coordenadas cartesianas para coordenadas polares.

(a) (V)[](F)[] A derivada implicita de F é

(e ) ) 0

(b) (V)[J(F)[] A derivada implicita de F ¢é
cos(f) —rsin(6) dr
( sin(f)  rcos(9) ) ( do ) (31)
(c) (V)[](F)[]

A derivada implicita de F' é

(ol o)) 32

(d) (V)[I(F)[]

()= (o oy () e

(e) (V)[J(F)]]
()= (o @) () e
10. Equacdo diferencial Descobrindo qual é a funcdo que corresponde a uma

derivada.



(a) (V)] ](F)[] Dada a derivada (verfique se de fato é uma derivada)

J(F) = ( ig ;2; ) (35)

entio F(z,y) = 2xy.
(b) (V)] J(F)[] Dada a derivada (verfique se de fato é uma derivada)

(2y 22) (36)

entao F(z,y) =2xy + C em que C' € uma constante arbitrdria.
(¢c) (V)[](F)[] Dada a derivada (verfique se de fato é uma derivada)

(22+2y 22+2y) (37)
entio F(z,y) = 22 + 22y +y° — 4.
(d) (V)[](F)[ ] Dada a derivada (verfique se de fato é uma derivada)
(22+2y 22+2y) (38)

entio F(x,y) = 2% + 22y + y? + C em que C é uma constante ar-
bitraria.

(e) (V)[](F)[] Dada a derivada (verfique se de fato é uma derivada)

(2y 2z) (39)

entio F(x,y) = 22 4+ 2zy +y? + C em que C é uma constante ar-
bitraria.
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