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Se entregar em papel, por favor, prenda esta folha de rosto na
solugao desta lista, deixando-a em branco. Ela serd usada na corregao.

Esta lista ainda estd sendo editada, nao imprima enquanto esta observagao
estiver presente, mas vocé pode, e deve baixé-la para ir comegando o trabalho.
Pode, ainda, haver erros.

Exercicios 1 Gradiente e derivadas parciais

objetivo: Objetivo: compreender que o gradiente € um vetor perpendicular a
variedade de nivel e sua fung¢do no calculo de extremos, compreender o uso da
derivada direcional e a forma de calculd-la. Usar uma rota de nave espacial
como motivagao para os cdlculos.

palavras chave: derivada direcional, gradiente, MinMaz, nave espacial,
Teorema da Fung¢ao Implicita

1. Gradiente € um vetor perpendicular a variedade de nivel. Questao teorica.
Considere z = f(x,y), a equagao de uma fungdo de duas varidveis. O
grdfico de f, graf(f) é wma superficie, ou uma variedade de dimensdo
dois.

(a) (V)[J(F)[] Como € possivel escrever z — f(x,y) = 0 entdo eu pode-
mos interpretar a equagdo z = f(x,y) como tendo sido obtida ao
explicitar-se z em funcao de z,y a partir de uma equacao “mais
geral” F(z,y,z) = K em que K é uma constante.

(b) (V)[](F)[] Tendo uma equagao “mais geral” F(z,y,z) = K em
que K € uma constante, sempre € possivel explicitar a varidvel z
escrevendo-se z = f(x,y), como fungao de z,y.

Exemplos: a) 22 +y?> —4=0; b) 22+ 32y +y% —4=0;

(c) (V)[](F)[ ] Suponha que seja possivel explicitar-se z = f(z,y) a par-

tir de uma equagao mais geral F(x,y,z) = K. A derivada implicita

(d)

(¢)

de F(x,y,z) = K permite-nos calcular

d1+ dy—l—aFdz—O (1)
dF df _ OF j8F

dzidz/ z’B_yi_ By (2)

dz = Gde+ §Lay (3)

Obs: Leia, sem assustar-se, o teorema da func¢ao implicita

(V)[ ](F)[ ] Suponha que seja possivel explicitar z = f(z,y) a partir
de uma equagdo mais geral F(x,y,z) = K. A derivada implicita de
F(z,y,z) = K permite-nos calcular

SEde+ GEdy+ 8Edz=0 (4)
dz = 3fda: + aydy (6)

Obs: Leia, sem assustar-se, o teorema da funcao implicita

(V)[ J(F)] ] Suponha que seja possivel explicitar z = f(z,y) a partir
de uma equagdo mais geral F(x,y,z) = K, que também seja ver-
dadeiro que F(a,b,c) = K para um ponto P = (a,b,c) do espago e
que F seja derivdvel. Entao

dx+ dy+6Fdz—0 (7)
%ﬂw—@+d”y b)+%E(z—¢)=0 8)

of _ _oF joF.

%’? ,,ﬁj 8%

oOF - Bz
ozlP#0 = dZ* 6fdm—&- a,,dy ©)

z—c= Gy (@ —a) + G lwn (v —b)

A equagao (8) ¢é a equacdo do plano tangente ao grdfico de f no
ponto (a,b, f(a,b)) o vetor

A1, 201, 2
a9z ' oy T 9z

é perpendicular ao plano tangente ao grdfico de f no ponto (a,b, f(a,b))
e o gradiente de f,
of

(32

é perpendicular a curva nivel f(z,y) = ¢ e também perpendicular &
reta tangente ao grdfico de f no ponto (a,b).

of
‘(a b)7 y ‘(a,b))

Obs: Leia, sem assustar-se, o teorema da func¢ao implicita

10 que é equivalente a dizer-se que é a equagdo do plano tangente ao grifico de F'(z,y,2) =
K no ponto (a, b, c)




2. Considere F(x,y) = (z + 3) sin(zy)(z — 4);

(a) (V)[J(F)[]
Fp(z,y) = {;—i = (z—4)(z+3)y cos(zy)+(x—4) sin(zy)+(2+3) sin(zy)
(b) VIIE)]
OF

Fya.9) = 5o = (@~ 4)(x + B cosay)

(c) (V)[](F)]] A derivada implicita de z = F(z,y) €

{ dz = Fy(x,y)de + Fy(z,y)dy =

= ((z — 4)(z + 3)y cos(zy) + (2z — 1) sin(zy)) dz + ((z — 4)(5(:(41r0i)‘>)x cos(zy)) dy

(d) (V)] J(F)[] O grdfico da fun¢io z = F(x,y) passa no ponto (—5,3, F(—5,3));
F(—5,3) = —18sin(15)

(e) (V)[ ](F)]] O grifico da fungao z = F(z,y) passa no ponto (—5,3, F(=5,3));
F(—5,3) = 18sin(15)

3. equagdo da reta tangente

Considere z = F(x,y) = 2% — 3zy + 3. Nesta questdo estou introduzindo
nomes para as derivadas parciais de F' com o objetivo de tornar habit-
ual uma notagdo consagrada para campos vetoriais: (P, Q) em que P,Q
sao fungoes de duas ou mais varidveis (no presente caso fungoes de duas
varidveis). Aqui € apenas uma notagdo extra.

(a) (V)[J(F)[] P(x,y) = %E =2z -3y

() (V)[J(F)[]Qx.y) = 55 = -3z +2y

(c) (V)[](F)[] Como P(z,y) = 0—5 = 0 quando 2z — 3y = 0 entdo
se b = 2a/3 nao € possivel explicitar © como func¢ao de y no ponto
(a,b) = (3,2).

(@) (V)[J(F)[] Se Q(z,y) = ?,—5 # 0 quando 2z — 3y = 0 entdo se

= 2a/3 ¢é possivel explicitar y como fungao de x numa vizinhanga

do ponto (a,b) = (3,2).

(e) (V)[](F)[] Como ?3_5 # 0 quando —3z + 2y # 0 entao se (a,b) nio
pertencer a reta —3x + 2y = 0 € possivel explicitar y como fun¢do de
x numa vizinhanga do ponto (a,b) mas tudo que podemos saber que
o coeficiente angular da reta tangente ao grdfico de y = f(z) neste

ponto €
2a — 3b
m=-———
—3a+2b
e a equagao desta reta tangente serd

y=b+m(x —a)

4. gravitag¢ao universal

Nesta questdo estamos estudando a parte matemdtica da simulag¢ao da
rota de uma nave espacial lancada da Terra para Marte e meste con-
texto z = F(x,y,z) representa o campo gravitacional de uma sele¢do
conveniente dos diversos planetas no espaco® (a soma dos campos grav-
itacionais). Embora o campo gravitacional de qualquer corpo no Universo
atue sobre qualquer outro corpo, a distancia torna esta atuacdao desprezivel,
ou melhor, possivel de ser corrigida com energia da propria nave. Nestas
condigoes vamos considerar apenas 5 nos gravitacionais como 0s prin-
cipais envolvidos neste calculo. Vocé pode ler mais d respeito no texto
sobre esta lista, na pagina do curso. Uma simplificacdo também vai ser
feita, desprezar a varidvel t, vamos escrever F(x,y,z) = D em vez de
F(z,y,2,t) = D. Na verdade o “tempo” entra formalmente, mas na
prdtica isto € feito alterando as coordenadas dos nds gravitacionais que
se alteram ao longo do tempo.

Verique quais das opgoes representam cdlculos corretos em que

F(z,y,2) = D;
Fydz + Fydy + F.dz = 0; (11)
D = F(a,b,c); ponto onde passa a hipersuperficie

representa uma superficie de nivel onde se move a nave espacial, a derivada
implicita que serve de modelo para a variedade linear tangente, o valor de
F no ponto de tangéncia.

O ponto (a,b,c), na equagdo (11), é um ponto do espago no instante to,
(omitida a varidvel t), que representa o inicio de um ciclo de corregao do
programa que pilota a nave.

Nao “existe” nenhuma expressio formal para F, porém as expressoes
matemdticas das derivadas direcionais representam as “linhas de ag¢do”
da for¢a gravitacional em agdo sobre a nave e de fato sio as derivadas
direcionais da for¢a gravitacional total representada pelo simbolo F. Os
simbolos U,V representam, respectivamente, vetors unitdrios na dire¢do
dos nos gravitacionais 1 e 2.

(a) Derivada direcional O produto escalar destes vetores com o gradi-
ente, V(F), que surge quando calcularmos a derivada implicita de
F, fornece a intensidade (um nimero) da forga gravitacional do nd
respectivo sobre a nave. E a derivada direcional na direcao do vetor
escolhido.

(b) Gradiente local Estes produtos tem que ser multiplicados pelo vetor
unitdrio para “criar” um vetor na dire¢ao desejada e somados para
produzir a diagonal da regra do paralelogramo. O produto de um

2Havia um erro aqui com a omissio do predicativo “de uma selegéio conveniente dos diversos
planetas no espago”. Sem esta restrigdo a fungdo z = F(x,y, z) nao teria sentido porque seria
uma soma de uma infinidade de nds gravitacionais.




numero, por wm vetor unitdrio, cria wm vetor com a intensidade
desejada na diregao do vetor unitdrio escolhido.

(¢) Gradiente do campo gravitacional Finalmente temos que somar a di-
agonal ao vetor posi¢ao para obtermos o resultado grdfico da for¢a

gravitacional atuando sobre a nave, isto completa o formalismo matemdtico,

dentro do programa, para retratar a realidade da Astro Fisica.

As contas devem traduzir estas operagoes fisicas dentro do programa que
conduz a nave e este deve calcular os erros de rota e operar os propul-
sores para fazer a corre¢ao. Aqui estamos apresentando o formalismo
matemdlico que se encontra dentro do programa.

A figura (fig. (1) representa uma parcela na soma dos “lados” que compoem
a a rota Terra-Marte.

[ Rota de uma sonda Terra-Marte }

Neste ponto,

ainfluéncia gravitacional do nd
& muito pequena comparada
com a influéncia do nd 1 isto

esta sugerido com a regra do
paralelogramo deformada.

Figura 1: A derivada direcional

(a) (V)[J(F)][] A for¢ca gravitacional, uma grandeza vetorial, na dire¢io
do né gravitacional 1, figura (fig. (1), é

U - (Fpdx, Fydy) = V(F),
(b) (V)[](F)[] A for¢a gravitacional, uma grandeza vetorial, na dire¢do
do nd gravitacional 1, figura (fig. (1), é
(@ (Fpdz, Fydy))t = V(F),d
(c) (V)[](F)[] A for¢a gravitacional na dire¢io do né gravitacional 2,
figura (fig. (1), é
(T (Fpdz, Fydy)) v = V(F),0
(d) (V)[J(F)[] A for¢a gravitacional, uma grandeza vetorial, na dire¢do
do nd gravitacional 1, figura (fig. (1), é
of (F,,d.’ﬂ, Fydy) = V(F)H

(e) (V)[](F)[] A for¢a gravitacional na dire¢io do nd gravitacional 1,
figura (fig. 1), € zero.

5. Laplaciano

A defini¢cao do operador de Laplace é

_9*F  9°F

— 2 o Zz
AR)=VA(F) = 55 + 5

Considere F(x,y, z) = 42%y — 2%y — ¢

(@) (V)[J(F)[] Frw = 952 =2y
(b) (V)//(F)[]Fzz = %ij =2y
() (VIIE)[] Fyy = %z = —6y

(@) (V)[J(F)[] F.. =25 =8y

(e) (V)[](F)[]V3(F) = 0 portanto F(x,y, z) = 4z2y—x2y—y> é solucdo
da equagao de Laplace.

6. Divergente

Considere uma fungdo vetorial de vdrias varidveis,
E(Iv Y, Z) = (El(x7 Y, ':E)-, E?(I7 Y, 'I)-, ES(‘T: Y, m)) (12)

€ uma fungao que tem tres coordenadas-fun¢ao, ou uma fung¢dao vetorial.




Uma forma muito comum de se apresentar fungoes vetoriais € a sequinte:

R3? 3 (2,9,2) = p(z,y,2) €R
R3 > (2,y,2) — E(x,y,2) € R3
E($7y7 Z) = (El(l’,y,l'),Eg(l’, yvx)7E3(937 ny))

(13)

em que p é chamada de “densidade” e é uma fun¢ao escalar, uma fung¢do
numérica. E € a parte vetorial. O fator p é usado para fazer corregoes
de modo conseguirmos resolver certas equacoes diferenciais. Aqui ele é
pensado como “fun¢ao de densidade”, em equagoes diferenciais ele wisto
como uma multiplicagao corretiva chamado de fator de integragao.

(a) (V)[J(F)[] A jacobina de E é a matriz 3 x 3:

0E, OE, 9E4

Jx 6EL/ Jz Elz Ely Elz
J(B)=| 2 0%2 98 | = | Esy Eoy E». (14)

(b) (V)[](F)[] O trago duma matriz é a soma dos elementos de sua
diagonal principal. O trago de J(F') € o vetor

<8E1 0FE; 8E3>

Ox’ Oy’ Ox (15)

(c) (V)[](F)[] O trago duma matriz é a soma dos elementos de sua
diagonal principal. O trago de J(F') é a fun¢do numérica

OF OFE OE:-
3 1 2 3
R’ > (z,y,2) — e + By + e cR (16)

(d) (V)[J(F)[] O operador div, por defini¢io, se aplica em funcoes ve-
toriais e é o tra¢o da jacobiana.

div(E) = ( 92,92, 0 ) ()

(e) (V)[](F)[] O operador div, por definicao, se aplica em fungoes ve-
toriais e € o trago da jacobiana.

OB, 9B,  0F;

div(E)—W By " or (18)

7. Divergente

Considere a fungdo vetorial

V(z,y,2) = f(z,y,2)E(z,y, 2)
(z,y,2) = f(z,y,2) € R fungdo numérica - densidade; (19)
(2,y,2) = E(x,y,2) = (z,y,2) € R® funcdo vetorial;

(a) (V)[](F)[] A jacobiana de V ¢

JV) =Y = (s 0y ) (20)
(b) (V)[](F)[] A jacobiana de V é
fHafs zfy zf.
J(V) = ( yfe  fHufy  yf ) (21)
2f zfy f+zf.

(c) (VIIEFE)]

0 0 ofy xf, xf.
F o)+ ufe ufy yfe (22)
0 f 2fe 2fy  2fs

100 mf;x: xfy ajfz
01 0 + yfz yfy yf- (23)
0 0 1 2fe 2fy 2f:

(¢) (VIIE)[]
fI(E) + J(f)E (24)

. FEquagao de Laplace

Considere F(z,y) = 2> — 3xy?

(¢) (V)[J(F)[] Fyw = 6z

(b) (V[J(F)[] Fyy = 62

(c) (V)[J(F)[]V*(F) =12z

(d) (V)[](F)[] Fyy = —6x

(e) (V)[J(F)[]V*(F)=0 eF éuma solu¢do da equacdio de Laplace.

. rotacional

A equagao

7(t) = ((acos(wt) asin(wt) z )= (z(t) yt) 2(t)) (25)

€ a equagdo de um corpo rodando em torno do eixo OZ, observe que
z(t) = z € constante em relagio ao tempo.

(a) (V)[J(F)[] A derivada da fungdo vetorial #(t) é

d .
%r(t) = ( —awsin(wt) awcos(wt) 0 ) (26)




(b) (V)[](F)[] A derivada da fungao vetorial 7(t) é

%F(t) = ( —wy(t) wz(t) 0 ) (27)

(c) (V)[](F)[] A derivada da fungao vetorial 7(t) é

%m) = —awy(t)i + awz(t)j (28)

em que os vetores i,j sGo os vetores unitdrios da Fisica.

(d) (V)[ ]J(F)[] Por defini¢ao, o rotacional é o operador

rot(V) = 2 Z 2 (29)
Vl(xvyvz) VQ(ZE,ZJ»Z) ‘/3(1'7?/72)
aplicado a um campo vetorial V. Entdo rot(r(t)) = 2w
(e) (V)[](F)[] Por defini¢do, o rotacional é o operador
i j k
rot(V) = d% % % (30)

Vl(aj7y7z) ‘/2(7:71!72) ‘/3(37377'2)

aplicado a um campo vetorial V. Entao

i} i7
rot(r(t)) = % % % = 2wk
S e
10. Equagao de Laplace
F(z,y) = In(z* +y?) + = — Ly
2_ 2
(a) (V)[](F)[] Fo = —Grrymye
y2—a?

(b) (V)//(F)[] F’IY = 1227592 +1- (22 +y?)2
(¢) (VIIEN ] F, = 72 + oy
(d) (V) J(F)[] VA(F) = 2228 11 4 ot2omis®

y2+2:1>y—:1>2

(e) (V[ J(F)[] V2(F) = 242 4 1 4 420




