(d) (V)[J(F)[] Com auzilio de um programa posso construir os pontos

(a(t), F(a(t)) fazendo t variar de acordo com um passo § e registrar
) esta matriz no arquivo "dados”. O comando segquinte do gnuplot ird
reproduzir a curva espacial definida no item 1b desta questdo:
splot "dados" with points

(e) (V)[](F)[] Com auzilio de wm programa posso construir os pontos
(a(t), F(a(t)) fazendo t variar de acordo com um passo § e registrar
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Se entregar em papel, por favor, prenda esta folha de rosto na (a) (V)] J(F)[]~v(t) = F(a(t)) é uma curva plana como sugere a sucessio

sua solugao desta lista, deixando-a em branco. Ela serd usada na de comandos do gnuplot

correcao. Alternativamente, resolva a lista diretamente na pdgina do Moodle

da Sobral Matematica. pow(x,n) = x*¥*n;

F(x,y) = pow(x,2) - pow(y,2);
x(t) = cos(t); y(t) = sin(t);
gama(t) = F(x(t),y(t));

Esta lista ainda esta sendo editada, quando estiver pronta esta observagao ira
desaparecer. Nao imprima enquanto esta observacao estiver presente.

(b) (V)[](F)][] Se a for uma curva plana e g(t) = F(a(t)) entdo

Exercicios 1 Curvas com gnuplot objetivo: Entender como gnuplot produz (1) = (a(t), 9(1))
cur;c)ias)e aprender a colocar wma curva sobre uma superficie no espago (e ver o ¢ wma curva no espaco 3D ¢ os comandos sequintes do gnuplot
granco). tram al tores t ¢ ifico da ¢ )
palavras chave: Curvas, curvas no espaco, derivada implicita, gnuplot e mostram alguns vetores tangentes ao grdfico da curva
curvas, gradiente, integral de curvas, regra da cadéia pow(x,n) = x**n;
B F(x,y) = pow(x,2) - pow(y,2);
1. Curvas com gnuplgt Sendo zW: F(z,y) = 22 —y? uma funcdo diferencidvel x(t) = cos(t); y(t) = sin(t);
e at) = (cos(t), sin(t)) entdo gama(t) = F(x(t),y(t));
) ] = -3;
a) (V)[J(F)]] F(a(t)) € um circulo no espago 3D quanddo t € [—m, w a ’
(a) (V)[J(F)[] F(a(t)) pag¢ q [ ] set arrow from 0,0 to x(a), y(a);
() (V)[](F)]] (a(t), F(a(t)) é uma curva no espago cuja projegdao sobre b = -3;
o plano XOY ¢ o circulo trigonométrico. set arrow from 0,0 to x(b), y(b);
(c) (V)[](F)[] Com auxilio de wm programa posso construir os pontos splot F(x,y);
(a(t), F(a(t)) fazendo t variar de acordo com um passo § e registrar B .
esta matriz no arquivo "dados”. O comando seguinte do gnuplot (c) W Se a for uma curva plana e g(t) = F(a(t)) entdo
plot "dados" with points () = (a(t), g(t))

ird reproduzir a curva espacial definida no item 1b desta questao.
é uma curva no espago 3D e o0s comandos sequintes do gnuplot
mostram alguns vetores tangentes ao grdfico da curva ~y.

print n(n’ 3, II’II, gama(s),u)n, n s n’ n(n, 4, n,n’ ga.ma(4),")", "o




pow(x,n) = x*¥*n;

F(x,y) = pow(x,2) - pow(y,2);

D_xF(x,y) = 2*x; D_yF(x,y) = 2xy;

x(t) = cos(t); y(t) = sin(t);

z(t) = F(x(t),y(t));

dx(t) = -sin(t); dy(t) = cos(t);

gama(t) = (x(t), y(t), F(x(t),y(t));

tl = -3; al = x(t1); bl = y(t1); =z1 = F(al, bl);

pl = dx(t1); qi = dy(t1);

rl = D_xF(x(t1),y(t1))*dx(t1) + D_yF(x(t1),y(t1))*dy(tl);
set arrow from al, bl, zl to (al +pl) , (bil+ql), (zl+rl) head
splot F(x,y), gama(t);

pause -2 "Aperte enter para terminar ";

(d) (V)[](F)[] Se a for uma curva plana e g(t) = F(a(t)) entdo y(t) =
(a(t), g(t)) € uma curva no espago 3D.
Suponha que com um programa vocé gerou um arquivo chamado “da-
dos”, contendo os pontos y(t) = (a(t), g(t)) com uma certa frequéncia
definida por um passo §. Os comandos sequintes do gnuplot mostram
um vetor tangente ao grdfico da curva 7.

pow(x,n) = x**n;

F(x,y) = pow(x,2) - pow(y,2);

D_xF(x,y) = 2*x; D_yF(x,y) = 2xy;

x(t) = cos(t); y(t) = sin(t);

z(t) = F(x(t),y(t));

dx(t) = -sin(t); dy(t) = cos(t);

g(t) = F(x(t),y(t));

tl = -3;

al = x(t1); bl = y(t1); z1 = g(tl);

pl = dx(t1); g1 = dy(t1);

rl = D_xF(al,bl)*pl + D_yF(al,bl)*ql;
set arrow from al, bl, zl to (al +p1l) , (bil+ql), (zl+rl) head
splot F(x,y);

pause -2 "Aperte enter para terminar ";

(e) (V)[](F)][] Se a for uma curva plana e g(t) = F(a(t)) entao v(t) =
(a(?), g(t)) € uma curva no espago 3D.
Suponha que com uwm programa vocé gerou um arquivo chamado “da-
dos”, contendo os pontosy(t) = (a(t), g(t)) com uma certa frequéncia
definida por um passo 0. Os comandos sequintes do gnuplot mostram
um vetor tangente ao grdfico da curva 7.

pow(x,n) = x**n;

F(x,y) = pow(x,2) - pow(y,2);
D_xF(x,y) = 2*x; D_yF(x,y) = - 2*y;
x(t) = cos(t); y(t) = sin(t);

z(t) = F(x(t),y(t));

dx(t) = -sin(t); dy(t) = cos(t);
g(t) = F(x(2),y));

tl = -3;

al = x(t1); bl = y(t1); z1 = g(tl);
pl = dx(t1); g1 = dy(t1);

rl D_xF(al,b1)*pl + D_yF(al,bl)*ql;

set arrow from al, bl, zl to (al +p1l) , (bil+ql), (zl+rl) head

splot F(x,y);
pause -2 "Aperte enter para terminar

3. Curva no espago
Se z = F(x,y) = 2% — 32y + y> et a(t) for uma curva plana entdo

(a) (V)[J(F)][]g(t) = F(a(t)) é uma fun¢do univariada.

() (V)[J(F)[]t— ~(t) = (at),g(t)) é uma variedade de dimensdio 1
imersa na variedade tridimensional R® cuja projecdo no plano XOY
€ a curva

t— at);
(c) (V)[](F)[] A derivada da curva vy é a curva t — (&/(t),g'(t)).

(d) (V)[ J(F)[] Dado um valor para t = a entdo o vetor (¢ (a), g'(a)) é
paralelo a um vetor tangente ao grdfico de 7.

(e) (V)[](F)[] Dado um valor para t = a entdao o vetor
(a(a), g(a)) + (¢/(a), g'(a))
é tangente ao grifico de v no ponto (a(a), g(a)).
4. Integral de curvas

Sendo z = F(z,y) = 2% = 2zy +y? et = a(t) = (x(t),y(t)) em que z,1
sao duas fungoes diferencidveis, entdo

(a) (V)[](l;)[]q(t) = F(z(t),y(t)) é uma fungao univariada que é difer-

(b) (V)[ ](F)[] Nas condi¢ées do item anterior,

g'(t) = Fo(x(t), (1))’ (t) + Fy((t), y(1)y'(¢);

(c) (V)[](F)][] g definida no item anterior é uma fun¢do univariada.
(d) (V)[J(F)[] Pelo Teorema Fundamental do Cdlculo




(e) (V)[](F)]] Suponha que a(t) = (cos(t), sin(t)), entio Zfrg’(t)dt =0

5. integral de curvas
Sendo z = F(z,y) = 22 — 2zy + y2 et — a(t) = (z(t),y(t)) em que z,y

sao duas fungoes diferencidveis, entdo

(a) (V)] J(F)[] Entio t — y(t) = (a(t), F(z(t),y(t)) é uma fun¢ao uni-
variada do tipo “funcao vetorial de varidvel real”, quer dizer, trans-
forma um niimero num vetor do R®. graf(y) é uma variedade de
dimensao 1.

b
(b) (V)] J(F)[ ] Podemos calcular a integral [ ~(t)dt em quey estd definida

no item 5a sendo o resultado o vetor

(/bx(t)dt,/by(t)dt,/bF(x(t%y(t))dt)

(c) (V)[J(F)[] [ ~(@)dt é um nimero real, em que v estd definida no
ba o

(d) (V)[J(F)[]

/ﬂ'y(t)dt: (] x(t)dt,iy(t)dt,iF(a:(t),y(t))dt) = (0,0,27)

“r
é um vetor do R3.

(e) (V)[](F)[] A derivada +'(t) existe e vale

(o (1), Fu(x(t), y(t))2'(t) + Fy(x(t), y(t))y'(t));
v estd definida no item 5a.

6. integral de curvas
Sendo z = F(z,y) = 22 — 2zy + y2 e t — a(t) = (z(t),y(t)) em que z,y
sao duas funcoes diferencidveis, entdo
(a) (V)[J(F)]]]a,b] 3t~ (Fp(a(t)), Fy(a(t))) é um curva plana.
() (V)[](F)][]]a,b] 3t~ (Fy(a(t)), Fy(a(t)) o (t) é uma fun¢ao uni-
variada. O produto indicado com o simbolo “” € o produto escalar.
(c) (V)[](F)[] [a,b] 3 t — (Fo(a(t)), Fy(a(t))) x o/(t) € uma curva
no espaco R®. O produto indicado com o simbolo “x” € o produto
vetorial.

(d) (V)[J(F)[] Se t — ~(t) = (x(t),y(t)) for uma curva diferencidvel
entdo [a,b] > t — (t) - v/ (t) € uma fungao univariada.O produto
indicado com o simbolo “” é o produto escalar.

b
(e) (V)[J(F)[] A integral [~(t)-~'(t)dt é um nimero e se

7(t) = (cos(t), sin(t))

entdo

“

O produto indicado com o simbolo € o produto escalar.

7. Curva de nivel

Sendo z = F(z,y) uma fungao diferencidvel e t — a(t) = (z(t),y(t)) em
que x,y sdo duas fungoes diferencidveis, entdo

(a) (V)[J(F)[] F(z,y) = ¢, em que ¢ é uma constante dada, pelo Teo-
rema da Fun¢do Implicita, é uma variedade de dimensao 1 e pode ter
uma curva por solugdo, chamada de “curva de nivel ¢ de F'”.

() (V)[](F)[] A curva definida no item 7a é uma curva contida no
plano XOY', no dominio de F'.

(c) (V)[](F)][] Calculando a derivada implicita de F(x,y) = ¢ podemos
concluir que o gradiente de F € perpendicular a qualquer curva de
nivel.

(d) (V)[J(F)[] Suponha que [a,b] > t — ~(t) seja uma curva difer-
encidvel do plano XOY entao [a,b] > t — (v(t),F(7(t))) é uma
curva diferencidvel do espago R3 colocada sobre o grdfico de F.

(e) (V)[]J(F)[] E possivel calcular a integral }(v(t),F(v(t)))dt e o re-

sultado € um niumero real.

8. Curvas com gnuplot O simbolo V representa o gradiente. Sendo

z=F(z,y)
uma fungdao diferencidvel e

t a(t) = (z(t), y(t))

em que x,y sao duas funcoes diferencidveis, entao

(a) (V)[J(F)]] &F(a(t) = VF(a(t)) %




&) (V[ J(F)]] LF(at)) = VF(a(t))% ndo tem sentido porque ndo
estd definida a multiplicagdo entre dois vetores.
(c) (V)[](F)[] A derivada implicita de G(t) = F(a(t)) mostra que pode-
mos dar um sentido ao produto de vetores que aparece no item 8b
da(t)

como um produto escalar VF(a(t)) - =5~

(d) (V)[J(F)[] A derivagdo implicita usada no item 8¢ mostra que

da(t)
dt

VF(a(t)) -

é um diferencial total (uma derivada) e neste caso o Teorema Fun-
damental do Cdlculo nos garante que

b
[ 9F(@®)- S~ Fa(a),y(0) ~ Pa),o0)

(e) (V)[](F)]] A derivagio implicita usada no item 8c mostra que

é um diferencial total (uma derivada) e neste caso o Teorema Fun-
damental do Cdlculo nos garante que

b
[9r@®) - B0 = Faw).y0) - Feta). )

9. Curvas com gnuplot

Sendo w = F(z,y, z) uma fungao diferencidvel e

£ (a(t) = (2(0). y(2). 2(1))
em que x,y,z sao trés funcgoes diferencidveis, entdo

(a) (V)[J(F)[] A derivada implicita de F(x,y,z) = d em que d é uma
constante, mostra que VF € perpendicular as superficies de nivel
F(z,y,z) = d quando estas existirem.

() (V)[](F)[] A fungao [a,b] >t — (a(t), F(a(t))) € uma curva difer-
enciavel no espago 4D

(¢) (V)[JE)] & (alt), Fla(t)) = (o (t), VE(a(t)) - o/ (1))

(d) Vetor normal a uma superficie(V)[ ](F)[ ] Parte do cdlculo no item
9c sugere o cdlculo de um coeficiente de varia¢do que fica represen-
tado pela expressio perfeitamente calculdvel VF(a(t)) - v(t). FEsta
expressao serd otimizada quando ~(t) tiver a mesma diregcdo do gra-
diente.

(e) (V)[](F)]] Suponha que seja possivel definir
[a,b] >t — ~(¢)

correspondendo a cada valor de t um vetor unitario na dire¢do de
VF. Entdo a integral

n

/ VF(alt)) -~(t)dt

a

estd bem definida e € um niumero real.




