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Se entregar em papel, por favor, prenda esta folha de rosto na
sua solucao desta lista, deixando-a em branco. Ela sera usada na
COITEGAO.

aqui.

observagao ird desaparecer.

Esta lista ainda nao esta pronta, eu a estou publicando enquanto a estou ed-
itando para que vocé tenha material de trabalho. Quando estiver pronta esta
Nao imprima enquanto esta observagao estiver

Exercicios 1 Integragio maltipla objetivo: Entender dominio de integra¢ao
palavras chave: dominio de integragdo, integral aproxrimada, integral iter-
ada, integral multipla, soma de Riemann, soma de Riemann dupla.

1. Integral Dupla

Sendo F(z,y) = xysin(2 —z — y)

(a) (V)[J(F)[] O dominio de integra¢do em
410
//F(r,y)dxdy
Zal3
é o retangulo [—4,4] x [-3,10];
(b) (V)[](F)[] O dominio de integragiao em
4 10
//F(x,y)dxdy
Zals

€ o retangulo [—3,10] x [—4,4]

(c)

(d)

(V)[J(F)[] O dominio de integra¢iao em
4 y—10
/ F(z,y)dzdy
4 yt4
€ a regiao do plano limitada pelas retas
r=—-dr=4r=y+4z=y—10;
(V)[ ](F)][ ] Para calcular a integral de z = F(x,y) sobre o dominio
limitado pelas curvas
y2—5—:1::0;:1c—15+y2:0;x:4;x:—4
devo expressar a integral como
4 y*—15
/ / F(z,y)dydz
4 yip
e um valor aproximado desta integral € 17.33270527525958855238

(V)[ J(F)[ ] Para calcular a integral de z = F(x,y) sobre o dominio
limitado pelas curvas

V¥ —5—a0=02-154+3> =0z =4;0=—4

devo expressar a integral como

a y*—15
/ / F(z,y)dxdy ;a = V10;
—a y2-5

e um valor aprozimado desta integral € 9.90208423471979144793 com
passo Az = Ay = 0.005 obtido com 2m11.173s de processamento pelo
programa exer06_01_d.calc. O programa tem as duas opgoes para
calcular no sentido “dx dy” ou no sentido “dy dz”,integral_dxdy(),
integral_dydx() mas vocé tem que, eventualmente, completar al-
guns dos cdlculos no programa. A figura (1) pdgina 3, mostra o
dominio de integragdo, grafico feito com gnuplot

exer06_01_d.gnuplot}
79.16353940918169888055

real 81m36.796s
user 74m22.315s
sys 5mb3.562s
tarcisio@cap01l:~/multi$




Figura 1:

2. Coordenadas polares e a Gaussiana

Considere a funcdo H(x,y) = exp(—2? — y?)

(a) (V)[]J(F)[] Definindo h(z) = e entdo H(x,y) = h(z)h(y)
(b) (V)[](F)[ ] Definindo h(x) = e~ entdo H(z,y) = h(z)h(y)
(c) (V)] J(F)[ ] Definindo h(z) = e~ entio

/a/aH(l y)dady = (/ah(:L')dI)2

—a —a —a

(d) (V)[ ]J(F)[ ] Suponha que seja possivel calcular (que exista a integral),

e € verdade,
/ /H(:(:,y)dxdy

—00 —00
Considere a mudanca de varidvel descrita pelas equagdes (coorde-
nadas polares)

T(p,0) = (z,y); 1)
rip.0)={ 12 vl @)
p €10,00);0 € [0, 27] 3)

Usando a derivada exterior definida na lista 05, entdo

oo 27

I:T’THmwmw:ggH@mwmww (4)

—00 —00

oo 2T o0 27 ) 2
I=[ [e?pdpdd =1 [ [ e P 2pdpdd =L [ e *2pdp [ db (5)
00 00 0 0
oo
I=nf =P’ 2pdp =7 (6)
0

(¢) (V)[J(F)[] Como

//efzzfyzdxdy = (/ 6712d$)2

—a —a —a
entdo
oo
2
/ e dr =7
—00

3. Integrais Duplas

(a) (V)[J(F)[] A drea limitada pelo grdfico da primeira bissetriz e da
pdbola y = x? €

b) (V)[](F)[] A drea limitada pelo grdfico da pardbola y = x> —x — 6
(v) (V)[](F)[] ( Y

earetay="7T¢
xo 7

dydz
1 x2—2—6

para 0s dois numeros x1,To obtidos como raizes de uma equagdo do
seqgundo grau.

(c) (V)[](F)]] O sélidoV é um cilindro tendo por base a regido limitada
pelo grdfico da pardbola y = 2> —x — 6 e a reta y = 7 e altura
(constante) 4. Seu volume € quatro vezes a integral

xo 7
/ / dydx

1 22—2—6

(d) (V)[ J(F)[ ] Uma pirdamide tem por base o tridngulo cujos vértices sio
(0,0),(1,0),(0,1) e quarto vértice é o ponto (0,0,7). O seu volume
pela integral da equagdo do plano (da fungdo z = F(z,y)) que passa
nos pontos (1,0), (0,1), (0,0,7).

Cdlculo do vetor perpendicular e determinagdo da fungio z = F(x,y).




vértices Py = (0,0), P, = (1,0), P3 = (0,1) e P, = (0,0,7) (7)
=P —P;=(1,0,-r);us=P;— P, =(0,1,-1) (8)
i 7k
up x upg=1|1 0 —r 9)
01 —r
u1X'u2:(—r r 1) (10)
A equagao do plano que fecha a piramide, passando pelo ponto (0,0, 1)
é
—rr+ry+(z—1)=0 = z=F(z,y)=r+re—ry
e a integral que dd o volume da piramide é
1l-a -z
/ / r4+re—ry) dydxf/dav / (r+rx—ry)dy
0 0 0

Calculando a integral

= Of (r+rz—ry)dy (11)

I, = ((r +ra)y — 7’%) = (r+ra)(l—x) - r7(1;z>2 (12)

I, =r(1+x)% - 7"—(17’”)2 = r—(171)2 =r(1-2z+2% (13)

I=f@—-2+2)i=2(1-1+3)=1r (14)

(e) (V)[](F)[ ] Una piramide tem por base o triangulo cujos vértices sao

(0,0),(1,0),(0,1) e quarto vértice é o ponto (0,0,7). O seu volume

pela integral da equagao do plano (da fungdo z = F(x,y)) que passa
nos pontos (1,0),(0,1),(0,0,r).

Cdlculo do vetor perpendicular e determinagdo da fungao z = F(z,y).

vértices Py = (0,0), P, = (1,0), P3 = (0,1) e P, = (0,0,7) (15)
:P27P4:(1,0,77“);’11,2:P37P4:(0,1,*7") (16)

up x up=(7r r 1) (17)

A equagao do plano que fecha a piramide, passando pelo ponto (0,0, 1)

é
re+ry+(z—r)=0 = z=F(x,y)=r—rr—ry
e a integral que dd o volume da piramide é
11—z 11—z

1
// r—rz —ry)dyde /dr/ r—rx—ry)dy
0 0

0

Calculando a integral

1—x
I,= [ (r—rz—ry)dy (18)
0
I, =r(1-2)%- ri(lgm)Q (19)
I=g@—2*+%5)5=50-1+3)=35Bh (20)

4. Integral Dupla Quero calcular a integral de [ [ F(z,y)dzdy com
w

F(z,y) =2" +2zy +y°

(a) (V)[J(F)[ ] sobre o dominio W, o disco unitdrio com centro no ponto
(=3,3) e o programa riemanndupla() faz isto.

(b) (V)[ ](F)[ ] sobre o dominio W, o disco unitdrio com centro no ponto
(—3,3) e o programa riemanndupla() faz isto se chamado de forma
conveniente.

(c) (V)[](F)[ ] sobre o dominio W, o disco unitdrio com centro no ponto
(=3,3) e o programa riemanndupla() teria que ser alterado para
fazer este cdlculo, porque a condigcao de sele¢ao dos retangulos nao
serviria para este caso.

(d) (V)[J(F)[] o simbolo que resolve este cdlculo seria

//F(%y)dwdy
com f(z) = —/1—(x—3)%g(x) = 1 - (z-3)

(e) (V)[](F)[] o simbolo que resolve este cdlculo seria

-2 g

//F(x,y)dydx
Zay
com f(z) = —/1— (z+3)%¢9(x) = /1— (z+3)%

5. Integracdo miiltipla Se F(x,y) = F(z,y) = 2% + 2zy + y° entdo

(a) (V)[J(F)[] F é uma fungdo negativa.
) (V)[](F)]] v{ [ F(z,y)dzdy serd sempre um nimero positvo para

qualquer dominio W nao vazio.

(© (VE)] ] T Fadody = 3




(d) VUE] ] | Fley)dedy =0

»-A%»—A ,_‘%,_.
,_‘%._‘ ._-%H

(¢) (VUEL] | | Flz,y)dedy =10

6. Se F(z,y) = —(z+y)

Integragao multipla

(o) (V)[J(F)[]

nyda:dy—f

) (VI[I(F)[]

F(z,y)dzdy = 7%

(d) (V)[JF)[]

I
00
JJE(
00

(¢) (V)] ffF 2,y)dady = -
flle (x,y)dxdy = =3
00
JJE(
00

(¢) (V)LIE)] ] | F(z,y)dedy =3

7. Integragio mailtipla Se F(x,y) = 2% + y* entdo

1
Fryd;rdy—ffFJ:ydyda:
S1h

(o) (V)[J(F)[]

() (VIIE)] F(z,y)dzdy = §

i

i

(c)wfllexydxdy——g

(d)W};};Fwyd:pdyf
i

(e) (V)[IE)] F(z,y)dedy =0

1—

—

8. Se F(x,y) = x+y entao
Integragdo maltipla

(a) (V)[J(E)[] ] | F(z,y)dyde = 5; em que f(z) =

f
I
r
o

(b)) VNE)[] | | Fa,y)dyde = =5; em que f(x) =

o\,_. o%,_.

0

(c) (VILI(F)[]

F(z,y)dydx = —1; em que f(x) =

(d) (V)[JE)[] | | F(z,y)dyde =1; em que f(z) =

— O\»—t O%»—A
— Ot—m Ot/—

(¢) (V)//(F)/]foFl“ y)dydr =1/2; em que f(z) =

9. Integragao maltipla O dominio W de mtegmgao € a regido do plano delimi-
tada pelo eizo OX pela pardbolay = f(z) = 2% e pelas retas v = —4;x = 4.

Se F(z,y) = 2 + zcos(y)

(o) (V)[J(F)[]

F(z,y)dzdy é o cdlculo desejado.

) (VIE)[]

4

f

JE(

0

f

fF z,y)dydx € o cdlculo desejado.
0

f

[ F(z,y)dydz = f (z* — zsen(z?)) dz desejado.
)

)
)
(¢) (VP ] f
4
)
)

f

(@) (V)[](F)[] O]Fx ,y)dydz =0
f

(e) (VI[I(F)[] OfFl"Ududx—f

10. integral simples
(@) (V)[IF)[] fcoe ) + sin(z)da = 1
o) (V)[](F)] fcos )+ sin?(z)de =

(c) (V)[](F)]] f cos®(x) + sin®(z)dz = 27

(d) (V)[J(F)]] fcos Ydz = f sin?(z)dx

(e) (V)[](F)[] f cos?(z)dx = f sin?(z)dx =7




