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1.1 Poténcias e progressoes

Quando elevamos um numero, sucessivamente, a poténcias inteiras, aplica-
mos uma regra: “somamos os expoentes, quando multiplicamos poténcias de
mesma base”.

Temos um método para associar multiplicacdo e adi¢do. Estudando mais a
fundo esta propriedade podemos ver que ela associa progressoes aritméticas
com progressoes geométricas.

Tome um nimero estritamente positivo qualquer, a. Escreva suas poténcias
sucessivas:
3 n
.

a’,a,a%,a ,a

este é o exemplo mais simples de progressao geométrica. Passamos de um ele-
mento para outro multiplicando por a, a razao desta progressao geométrica é
base a.
Podemos re-escrever a progressao geométrica assim:
@ =1,a,a" a2, gttt
para salientar que os expoentes formam uma progressao aritmética.

Este exemplo mostra que toda progressao geométrica estd associada com uma
progressao aritmética de forma semelhante a que expusemos agora .

Neste livrinho nds vamos explorar esta associagdo mostrando que podemos
construir uma maquina de calcular com esta simplissima idéia. Para falar a
verdade, vamos mostrar como foi construida a mais antiga maquina de calculo
que foi usada, ininterruptamente, por 400 anos: os logaritmos.

Vamos aqui também derrubar um mito comum: toda func¢a tem uma equa¢ao
algébrica. A construgao que vamos aqui fazer é elementar e em apenas um ponto
necessitaria conhecimentos além daqueles que o estudante deve ter na Escola
Secunddria, mas este ponto pode facilmente passar desapercebido. Quem o
notar estard convidado a nos trazer suas sugestoes para melhora do texto.



1.2 Logaritmos

Ao final da Idade Média, foi descoberta uma familia de fungdes que tinham
a propriedade

flay) = f(=) + fy)

e esta propriedade foi “rapidamente” explorada fazendo delas um dos tipos
de mdquina de calcular que teve até hoje um dos usos mais longo na histéria
da Humanidade, de 1550 a 1970, mais de quatrocentos anos®, quando foram
destronadas pelas méaquinas de calcular elétricas e depois pelas eletronicas.
Chmamam-se logaritmos estas fungoes.

Hoje os logaritmos tem um uso bem diferente, outras propriedades foram
descobertas que os tornaram modelos importantes em varios campos do co-
nhecimento. Aqui vamos fazer uma turné de museu reconstruindo a mdquina
de cdlcular. Comegaremos a nossa apresentagdo reprisando as descobertas
de John Napier (1550-1617), o inventor dos logaritmos, que escreveu em
1614 o livro “Mirifici logarithmorum canonis descriptio” Descrigao padrao
dos magnificos logaritmos e construiu uma méquina de calcular mecanica.

%0 chamado tridngulo de Pascal teve e tem vida mais longa, se supoe que
os chineses o conheciam alguns milhares de anos antes dos gregos.

1.2.1 A histéria

Se houver alguma fungdo que tenha a propriedade

Hipétese: 1 Propriedade fundamental dos logaritmos

f(zy) = f(z) + f(y) (1.1)

se considerarmos x = 1 entao

fAxy)=fly)=f1) + fly) = (1.2)
f(1)y=0 fxy)=fQ) + fy) =0+ f(y) = (1)
Veremos que nao somente existe uma tal fungao, mas existe uma “familia”de

fungbes com estas propriedades. Uma funcao que tenha tais propriedades, se
chama logaritmo e a hipdtese fundamental se escreve assim:

log(zy) = log(x) + log(y)

Esta descoberta desta simples relacdo, (eq. 1), levou rapidamente os “logaritmos”

a uma posi¢ao muito especial, possivelmente porque os nimeros tinham na Idade
Média, um lugar importante dentro do misticismo, e muito em particular os dois
nimeros zero e um que, embora sendo apenas os elementos neutros da adigao
e da multiplicagao, estes simples fatos fazim de ambos de nimeros cabalisticos
para os nossos antepassados, e até mesmo para muita gente dos nossos dias.

Além deste aspecto mistico, estas fungdes transformam a complicada operagao
de multiplicar na operagao mais facil de somar, vamos provar isto.

Os matematicos da época conseguiram extrair destes fatos varios outros que
foram montando um sistema muito interessante.

Vamos seguir trabalhando dentro da hipétese (hip. 1), como se ela fosse
verdeira, entao

log(a®) = log(a - a) = log(a) + log(a) = 2log(a),

transformando poténcia em multiplicagao.
Se fixarmos um nimero qualquer, a > 0, e considerando suas poténcias, te-
riamos:

log(a) | log(a)

log(a?) | 2log(a)
log(a®) | 3log(a)
log(a®) | 4log(a)
log(a®) | 5log(a)
log(a®) | 6log(a)

Observe que esta tabela associa, uma progressao geométrica, na primeira
coluna, com uma progressao aritmética, na segunda coluna. Esta associagao é
injetiva, (na verdade bijetiva) porque as progressoes aritméticas sdo estritamente
crescentes se a razao for positiva, como serd sempre o caso aqui. As progressoes
geométricas crescem ou decrescem dependendo de que a razao seja maior ou
menor do que 1.

Vemos aqui e na equagao (1), pagina 2, dois fatos que se encontram por trés
da importancia dos logaritmos na Idade Média e que inclusive os trouxeram
impertubaveis até os nossos dias:

e transformam produtos em soma;

e transformam progressdes geométricas em progressoes
aritméticas.

e Transformam “coisas mais dificeis” em “coisas mais fdceis’.

Esta tltima propriedade é a quest&o quando se tratam de maquinas:

uma maquina que se prese transforma “coisas dificeis” em “coisas
' o))
faceis’.




E aqui vai a contribui¢ao nossa, moderna, para o assunto.

Nossos antepassados, a duras penas, tentaram descobrir uma funcao ade-
quada que tivesse a hipétese (hip. 1), pdgina 2. Subindo nos ombros deles,
como dizia Newton, podemos ver que é ficil inventar uma funcao exatamente
usando a tabulacao acima:

escolhemos o nimero a e dizemos quanto vale log(a).
O resto é pura construgao.

Vamos mostrar como isto funciona. Depois vamos mostrar, com um exemplo,
uma tabela de falsos logaritmos, que nao é suficiente colar duas progressoes,
uma aritmética e uma geométrica, para ser um sistema de logaritmos. Existe,
portanto, uma pequena restrigao ao “qualquer” que usamos acima. Discutiremos
isto, mais adiante, quando falarmos de “falsos logaritmos”.

1.2.2 Construgao de um logaritmo

Vamos escolher

a=2 e log(a) =1

observe, insistimos, poderia ser qualquer outro valor, diferente de zero, para
para log(a), nossa escolha foi inteiramente arbitrdria. A tnica coisa que nos
guiou foi comegar as coisas de forma mais simples, depois faremos outro exemplo
com valores diferentes.

Com estes dados vamos repetir a tabela de poténcias que escrevemos acima:

[ log(z) | x
[ 2]log(2 J1
4| log4) |2

8 | log(8) |3

16 | log(16) | 4
32 | log(32) | 5
64 | log(64) | 6

e ja podemos fazer umas continhas para testar o nosso invento. E sempre assim

que se faz, constroi-se um protdtipo de pequenas proporgoes e se verifica seu

funcionamente. Se fizer alguma coisa 1til entdo partimos para a incrementagao.
Vamos calcular quanto vale 4 x 4.

4—log(4) =2
log(4 x 4)=log(4) +1log(4) — 242 =4+ log(16)
conclusao: 4 x 4=16

Que ingénuo!
voce deve ter exclamado.

Mas, coloque-se agora no século 16, nao era todo mundo que sabia fazer esta
conta.

Continuando imersos no século 16, vamos 14 encontrar além de alguns raros
matematicos, também havia dois tipos de profissionais rarissimos:

e Copiadores, ou escribas, (os digitadores de entéo);

e Calculistas, (os programadores da época).

Os calculistas criavam tabelas, e os copiadores copiavam estas tabelas para
as poucas bibliotecas existentes. Quando um calculista terminava seus longos
calculos preenchendo uma folha, os escribas faziam 20 ou 30 cépias da mesma,
que devia ser o tempo necesséario ao calculista para preparar outra folha.

Hoje nés temos computadores e mais abaixo vocé vai encontrar uma tabela
de logaritmos feita em centésimos de segundos com um programa de computa-
dor. Mas, antes de envolver o computador, vamos mostrar um pouco do trabalho
paciente dos calculistas para melhorar a fraquissima tabela que temos acima.

Os hébeis calculistas devem ter observado que na primeira coluna da tabela
se encontrava uma progressao geométrica de razao 2:

1,2,4,8,16,32,64

e que na segunda coluna havia uma progressao aritmética: de razao 1

0,1,2,3,4,5,6

portanto, para melhorar esta tabela, se tinha que encontrar progressoes mais
finas que contivessem as duas anteriores.

Refinando a tabela;
Aumentando a precisao da tabela.

Exemplo: 1 Uma tabela mais fina que contenha esta acima

T 1| v2 2| veE|alves|s|ver|i16]| v20|32] V2T |64
logl) |O| % |12 |2|5% |3|%2 |4 ]2 |5 |8 |6

Havia que descobrir um nimero r que multiplicado por si préprio n vezes
produzisse 2 permitindo refinar os valores entre 1 e 2 na primeira coluna e assim
prosseguir com as poténcias de r para refinar os valores entre 2 e 4 e assim
sucessivamente na primeira coluna.



Depois descobrir a imagem de r para fazer o mesmo na segunda coluna.

Temos assim um problema de logaritmos e de progressoes, em conjunto, que
vamos agora resolver.

Com esta frase torcemos a histdria e vamos assim nos corrigir: temos um
problema de progressoes geométricas e aritméticas, em conjunto, para resolver.
Deixemos para vocé a anélise 16gica do periodo e da contradi¢ao nele incluida.
Divirta-se.

Somente um calculista sabia resolver este problema naquela época. Hoje
temos varios instrumentos para nos facilitar a vida, mas vamos evitar de usa-los
para salientar o trabalho duro dos nossos antepassados.

Para nao sofrer muito, vamos escolher

n=>5

quer dizer que desejamos enzertar uma nova progressao geométrica na pro-
gressao geométrica anterior. No exemplo anterior ja fizemos isto com n = 2.

1 2 4

T |2 |t eS| 7| 8| 2| 0

A solugao se encontra na equagao, ou melhor, na correspondéncia entre as
duas colunas,
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que produz a seguinte equagao:

=2 = r=v2
r é a raiz quinta de 2, que tinha que ser descoberto experimentalmente pois nao
havia maquinas de calcular na época. Haveria que sair experimentando a mul-
tiplicagao sucessiva de numero decimais um pouco maiores que 1 até encontrar
a raiz quinta de 2, aprorimadamente, que era outro problema mistico para os
nossos antepassados, ¢ até para muita gente de hoje em dia...

Claro, aqui nés vamos usar um programinha de coputador, sendo, gastari-
amos uma semana inteira para descobrir r = ¥/2 com uma precisao aceitavel,
coisa que para os calculistas da Idade Média era questao para um par de horas.

Antes vamos citar uma desigualdade, que é facil de ser demonstrada, e que
provavelmente alguns calculistas conheciam, para lhe dar um pouco do sabor
do que era fazer cdlculos quando nao havia a tecnolégia que se encontra a nossa
disposicao e, naturalmente, aumentar a sua divida moral para com os que nos
antecederam nos legando as raizes do que disfrutamos hoje.

A desigualdade diz:

a media aritmética entre dois numeros é
maior, ou igual, do que a média geométrica
entre os mesmos nimeros,

a;b>m

Tente demonstrar esta afirmagao, tudo que vocé vai precisar é a “equagao
do segundo grau”. Mais a frente faremos a demontracao.

Podemos generalizar esta afirmagao para uma quantidade qualquer de nimeros,

agora nos interessam cinco, porque nos decidimos pela raiz quinta de 2:

T1+To+x3+Ta+T5\5 ~
(FLEERRRATRAEES )0 > g 2o w3 T5 A 2

—3—1w1+:v2+15 TLatTs > o/ ToX3TaTs (1.4

e agora vamos experimentar com alguns nimeros. Uma simples calculadora com
memoria pode nos ajudar.

Devemos escolher 5 nimeros “candidatos”a serem a raiz quinta de 2. Quer
dizer que eles devem ser maiores do que 1 e menores do que 2, (por que?)

Eis o nosso projeto:

e o Vamos repetir a experiéncia até obter um produto que seja menor 2.

o o Pela desigualdade, a média aritmética serd maior do que a média geométrica

que é uma proposta de raiz;
e o Se a média aritmética for maior do que a raiz quinta de 2 teremos uma

aproximagao por falta e outra por excesso.

o o O melhor deste esquema é que, se os nimeros utilizados nao forem
muito dispersos, a diferenga entre as duas médias é pequena e portanto
poderemos ter uma 6tima aproximacao.

Vamos comecar os experimentos com:
1.25;1.33;1.4;1.41;1.4

vamos usar uma calculadora com 10 memorias das quais vamos usar 7; cinco
para guardar os fatores que estaremos testando, e uma para guardar o produto
destes fatores e a sétima para guardar a média aritmética dos fatores.

Abaixo a lista dos resutaldos obtidos, em que P é o produto, e M é a média
aritmética:

1 = 125529 = 1.33;23 = 14,204 = 141,25 = 1.4
M =1.358 ; P =4.594485 ~ 2

r1 = 1.25;x9 = 1.25; 23 = 1.25; x4 = 1.25;25 = 1.25 ;
M =1.25; P=3.0517578125 ~ 2




r1 = 1.15; 29 = 1.135; 23 = 1.125; 24 = 1.15; 25 = 1.14
M = 1.14P = 1.92508059375 ~ 2

.
21 = 115,29 = 1.145; 25 = 1.135; 34 = 1.15; 25 = 1.145;
M =1.145; P =1.9678976884375 ~ 2
[ ]
xp = 1.148; x5 = 1.145; x5 = 1.14735; x4 = 1.1475; x5 = 1.1459;
M =1.14675 ; P = 1.98309129589694025 ~ 2
[ ]
x1 = 1.148; 29 = 1.147; 3 = 1.14795; x4 = 1.1478; x5 = 1.14795;
M =1.14774 ; P = 1.991670409950073902 =~ 2
[ ]
r1 = 1.149; x5 = 1.149; x5 = 1.14795; 24 = 1.1478; x5 = 1.14895;
M =1.14854 ; P = 1.9986206930929315395 ~ 2
.
x1 = 1.1488; x5 = 1.148; x3 = 1.14899; x4 = 1.1489; x5 = 1.14899;
M =1.148736 ; P = 2.00032720825047469273 ~ 2
.

1 = 1.1488; 29 = 1.148; 23 = 1.14898; x4 = 1.1487; x5 = 1.14899;
M =1.148694 ; P = 1.99996158577245650457 ~ 2
Vamos aceitar este ultimo resultado. A média aritmética deles é
1.148694
e a raiz quinta de 2 obtida com a calculadora é:
1.1486983549970350068

e vemos que o erro cometido com os calculos de médias fica na 6 casa decimal,
portanto um erro menor do que 0.000004.

Observe que no pentltimo resultado obtivemos um produto maior do que 2
0 que nos obrigou a reduzir alguns fatores.

Exercicio: 1 Cdlculo de raizes

1. Calcule a raiz ™de 2, usando médias e teste o resultado com uma mdquina
de calcular.

2. Calcule a raiz $de 4, usando médias e teste o resultado com uma mdquina
de calcular. A calculadora deverd ter 11 posicoes de memdria, e a amostra
deve ser formada de nimeros prozimos de 1.

Temos assim um método experimental para descobrir as raizes de um ntmero.
Como a média aritmética é maior ou igual do que a geométrica, ela vai nos dar
uma aproximagao presumivelmente melhor, (deve ser testada):

M =1.148694 = r ; (1.148694)° = 1.99996208783624992043

que vamos considerar uma aproximacao aceitdvel. Este é o niimero
r = 1.148694

que procuravamos para preencher a tabela, no lado da progressao geométrica.
Do outro lado, na progressao arimética, serd mais facil, até porque se nao
fosse, os logaritmos nao valeriam a pena. Basta dividir os extremos pelo nimero
de termos intermedidrios que desejamos, n = 5, para encontrar a razao a da
progressao aritmética:
0+1 1

S =02
=75 75

e agora montamos a tabela,

e o de um lado multiplicando sucessivamente por r = 1.148694 a partir de
1

e o do outro somando sucessivamente d = 0.2 a partir de zero.

L= [ log(x) |
1 0
1.148694 0.2
1.319497905636 0.4
1.515699327216639384 0.6
1.74107472297779036056 0.8
1.99996208783624992043 1
2.29734445052497326610 1.2

Acima estamos apresentando um pedago da tabela, apenas

e doladoda P.A. entre 0 e 1.2 ;
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e do lado da P.G. entre 1 e 2.29734445052497326610

Testando, vamos multiplicar dois niimeros que se encontrem na tabela, ou
que estejam préximo dos que desejamos.

Exemplo: 2 A multiplica¢ao de dois nimeros
Os dois numeros abaizo ndao se encontram na tabela:

1.3150355625 ; 1.72931853064

e queremos multiplicd-los. Vamos usar dois numeros que estejam na tabela e que
representem uma aprorimagdo dos niumeros que nos interessam. Encontramos
na tabela:

1.319497905636 +— 0.4
1.74107472297779036056 — 0.8

e eles correspondem, respectivamente aos logaritmos 0.4,0.8 Vamos somar os
seus logaritmos: 0.4 + 0.8 = 1.2 que € o logaritmo, (aprozimadamente), do
resultado:

1.2 — 2.29734445052497326610 .

Quer dizer que:

1.3150355625 x 1.72931853064 = 2.29734445052497326610 (1.6)
Se vocé tentar com a calculadora esta multiplicagdo, vai encontrar
2.274115366681845885

vericando que em mossas contas hd um erro menor do que 0.02 mas, nao se
esqueca de que também na calculadora hd erros e que nos estamos no inicio da
constru¢ao da nossa tecnologia.

Vocé vai logo ver como podemos garantir que os erros sejam menores, en-
tretanto, erro sempre vai existir.

Se somarmos os logaritmos dos nimeros que dese-
jamos multiplicar, vamos encontrar o logaritmo do
resultado, e através dele, na tabela, um valor apro-
ximado do produto.

Claro, as contas que fizemos sao muito penosas para serem feitas a mao,
sobretudo hoje, quando elas parecem desnecessarias. Mas, até ha pouco tempo,
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este método ainda era utilizado. Até 1960, em todas as escolas se usavam
tabelas de logaritmo para fazer contas. Mdaquinas eletro-mecanicas de calcular
ja existiam, mas eram caras, ao passo que as tabelas de logaritmo eram baratas
e ofereciam resultados, muitas vezes, melhores do que os obtidos com méquinas
eletromecanicas.

Veja que os logaritmos reinaram sobre a tecnologia de 1550 a 1960, ou seja
por 4 séculos, isto lhes garante o direito de um pouco de nossa atengao, sao,
sem duvida, um respeitavel assunto de museu.

Com um auxilio de um programa de computador podemos obter ¥/2 com
muito maior precisao, quase instantaneamente, e fazer uma tabela de logaritmos
de maior precisdo. Vocé vai encontrar isto mais adiante, inclusive o programa
usado.

Exercicios: 1 Médias, desigualdades e progressoes
Uma primeira definicao de logaritmo, para comegar.

Definigao: 1 Logaritmo
Vamos chamar de logaritmo, e usar a notag¢ao,

log(z)

aos numeros que se encontram na sequnda coluna das tabelas em que estamos
fazendo a correspondéncia entre progressoes geométricas. Na primeira coluna,
as progressoes geométricas, e na sequnda coluna, as progressoes aritméticas, 0s
logaritmos.

1. (a) Prove que dados um nimero positivo T entdo
1
T+ —>2
x
(b) Prove que “Et < V/ab.

Solugao: 1 Uma forma comum de demonstrar esta desigualdade, consiste
em procurar completar o quadrado:

1’—0—%22
22+1>2xsex>0
22 —22+1>0
(x—1)2>0

Como todas as passagens sao equivalentes, a conclusao € que sendo a
dltima verdadeira entdo partimos de uma verdade. Demonstramos assim
sob a hipdtese x > 0. Se x < 0 concluiriamos, como os cdculos acima, que
(x — 1)2 < 0 que, sendo falso, nos indica que a desigualdade somente é
vdlida quando x > 0.
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No livro de Little, Hardy e Polya, Inequalities, podemos encontrar a se-
guinte demonstragdao, que parte da identidade algébrica:

a+b  a-b

2 YT
Dados dois nimeros positivos, a,b podemos, sem perda de generalidade
considerar a > b entdo

Py =(z—yw+y); z=

2
ab = (442)? — (52)? < (*42)?
ab < ((142-11)2
MG(a,b) = Vab < 2 = MA(a,b)
MG(a,b) < MA(a,b)

. Um erro logico Paginas atrds dissemos que na frase

7Temos assim um problema de logaritmos e de progressoes, em conjunto,
que vamos agora resolver.”

havia um erro l6gico. Qual é o erro?

Solugao: 2 O erro légico na frase:

emos assim um problema de logaritmos e de progressoes, em conjunto
7Te bl de 1 t d X to,
que vamos agora resolver.”

Os logaritmos ainda nao existiam, estavam em contru¢ao, sé haviam pro-
gressoes, naquele momento.

. Definimos log como sendo a correspondéncia entre duas colunas de dados,
uma fungdo cujo dominio, por enquanto € difuso... Comegamos com a
propriedade fundamental

log(zy) = log(x) + log(y).
Deduza desta propriedade, as sequintes:
(a) log(a™) =nlog(a) ; a>0; neN
(b) log(; = —log(a)
(c) log(% = log(a) — log(b)
(d) Se log(a) > 0 entdo log(1) < 0
(e) log(abc) = log(a) + log(b) + log(c)
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(F) log( W/a) = 52
4. Use a tabela 1.2.6, pdgina 33, para calcular
3
VEVEVES: 2
e teste a precisao dos resultados com uma calculadora.

5. Use a tabela (tab. 1.2.6), pdgina 35 , para calcular
3
VEVEVED: 12

e teste a precisao dos resultados com uma calculadora. Compare com o0s
resultados obtidos na outra tabela, verificando que vocé usou dois tipos de
logaritmos.

1.2.3 Construindo outro logaritmo

E se lhe dissemos que nao precisaremos calcular nenhuma raiz e-nésima para
construir logaritmos?

E isto mesmo, basta tomar um nimero qualquer muito proximo de 1 que ele
é a raiz e-nésima, (para algum n que depois poderemos determinar) de algum
nimero (que depois vamos saber)...

Nao se assuste com a forma disciplicente com que falamos. Fique certo
de que se néao se trata de nenhum “discurso” de “politiqueiro” sujo. Apenas se
convenca de que um nimero bem préximo de 1, maior do que 1, é a raiz enésima
de algum numero grande...

Por exemplo r = 1.0000000000012345 ¢é a raiz enésima de algum nimero...
basta vocé multiplicd-lo por ele mesmo varias vezes, (as calculadoras fazem isto
se vocé apenas apertar no =), vocé poderd (ou nao) encontrar um inteiro...

Por exemplo,

(1.0000123)19095 = 1.130953116548

em outras palavras,
199%/1.130953116548 = 1.0000123

e isto j& nos oferece material suficiente para construir uma tabela de logaritmos
extremamente eficiente:

e Na coluna do x vamos colocar a progressao aritmética cujo primeiro termo

é m sendo também este nimero a razao da progressao.

e Na coluna log(z) vamos colocar as poténcias de 1.0000123 quer dizer uma
P.G. de razao 1.0000123 sendo este o primeiro termo.
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e Consequentemente o termo de ordem 10005 da P.A. serd 1 e estard em cor-
respondencia com o termo de ordem 10005 da P.G. que sera 1.130953116548,
quer dizer que log(1.130953116548) = 1 e naturalmente esta é a base da
nossa tabela de logaritmos.

e Acabamos de descrever a primeira pagina da nossa tabela de logaritmos.
A proxima pégina vai consistir de somar 1 a todos os elementos da coluna
do x e multiplicar por 1.130953116548 todos os elementos da coluna do
log(z) e assim sucessivamente.

Observagcao: 1 Determinacao experimental de raizes...

O que dissemos acima pode fazé-lo perder horas a fio. Por exemplo, 1.0001932 =

2.0000363 quer dizer que vocé teria que dar 6932 toques para conseguir 2.0000363.

Depois, veja, com todo o esfor¢o que fizemos, nao encontramos a raiz exata de
2, a linha que aparece em nossa tabela é:

L [ log(x) |
[ 1.99996208783624992043 | 1]

e nos gostariamos que fosse

Como jé dissemos, tudo o que nos interessa é “duas progressoes”, uma
geométrica, com razao multiplicativa r :

1,r,r2, " =a

e uma aritmética, com razao aditiva d :

0,d,2d,3d,4d, - - -, nd.

Se nd — a teremos construido, [ por acasol, o logaritmo base a.

Acabamos de dizer que anteriormente construimos o logaritmo de base 2.
Depois voltaremos a esta histéria da base.

Nao dissemos grandes novidades, apenas nos liberamos do célculo de uma
raiz especificada de um certo nimero. Mas ainda existe uma dificuldade psi-
colégica. No caso anterior dividimos 1 por n para definirmos as duas progressoes,
como faremos agora se nao escolhemos n ?
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Total liberdade, novamente. Escolheremos um niimero pequeno, agora proximo
de zero, para ser a razao da progressao aritmética.
Se aparecer a linha

[ x [los(x) |
[N] 1]

com N € N encontramos, , a tabela de logaritmos de base N. Se nao
encontrarmos, teremos uma tabela de logaritmos anénimos!

Maos a obra com, usando r = 1.01 como razao (multiplicativa) da progressao
geométrica e delta = 0.01 como razao (aditiva) da progressao aritmética.

Nao faremos estes calculos a méo, para isto temos computadores a nossa
disposicao. Vamos escrever abaixo o programa que usaremos para construir a
tabela:

delta = 0.01
r=1.01
y=0
x =1
imprima ”x log(x)”
imprima - ?

## enquanto y for menor que 0.21 repete as linhas abaixo
enquanto (y j= 1.1):

imprima x,,y ## imprime os dados

y =y + delta ## aumenta o valor de y

x = x*r ## aumenta o valor de x

o resultado deste programa é tabela:

x log(x)

0

.01 0.01

.0201 0.02

.030301 0.03
.04060401 0.04
.0510100501 0.05
.0615201506 0.06
.072135356211 0.07
.08285670563 0.08

e e
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1.09368527268 0.09
1.10462212541 0.1

1.11566834667 0.11
1.12682503013 0.12
1.13809328043 0.13
1.14947421324 0.14
1.16096895537 0.15
1.17257864492 0.16
1.18430443137 0.17
1.19614747569 0.18
1.20810895044 0.19
1.22019003995 0.2

1.23239194035 0.21

Podemos fazer um programa um pouco mais sofisticado para obter os dados
em uma tabela com vérias colunas. O resultado vocé pode encontrar na tabela
1.2.6, pagina 33.

O programa “mais sofisticado” calcula espagos e tabulagdes produzindo uma
tabela arrumadinha como a que vocé pode ver. Quando vocé estiver dominando
programacao podera fazer algo igual ou muito melhor. O que nos interessa,
entretanto aqui nao é programacao, mas sim os logaritmos.

1.2.4 Os logaritmos decimais

Analisando a tabela de logaritmos anoénimos que construimos antes, vemos um
problema grave que os nossos antepassados logo observaram. Se quisermos cal-
cular 2.19476752 basta multiplicarmos por dois o seu logaritmo, 2 x 0.79 =
1.58 — 4.8170045 e portanto

2.1947675% = 4.8170045

mas se quisermos calcular o quadrado de 2.2167152 a tabela ja nao mais alcanca.
Chegamos ao limite da tabela.

Solugao para o problema: fazer uma tabela mais completa.

Claro, ha outros problemas com que ja nos deparamos, um deles diz respeito
a granularidade da tabela, ou sua precisao. O ndmero 2.2177152 nao estana
tabela, portanto nao podemos fazer nenhuma conta com ele.

Os nossos antepassados encontraram algumas solugoes brilhantes para estes
problemas. Vamos descrever uma aqui, outras deixaremos de lado, pois, caso
contrario, estaremos, mais do que visitando o museu, construindo novas paredes
no prédio do museu e isto pode ser mal compreendido pela seguranga...
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Eles (nossos antepassados) pensaram e cismaram:

E, se quando o logaritmo y mudar de unidade, o nimero x mudasse
uma casa decimal, o ponto flutuante corresse uma casa para tras?
(ou para frente!)

A vantagem é que a cada novo inteiro os algarimos na coluna do z se repe-
tiriam e apenas o ponto decimal correria para direita. Af teriamos uma tabela
com validade muito maior, veja o exemplo:

[x | log(x) |
2.346676545566 | 0.3704532326933746
23.46676545566 | 1.3704532326933746
234.6676545566 | 2.3704532326933746

e nés poderiamos imediatamente saber:

log(234667.6545566) = 5.3704532326933
1log(2346.676545566) = 3.3704532326933746
10g(23466.76545566) = 4.3704532326933746

e uma tabela relativamente pequena teria uma utilidade bastante grande porque
facilmente a poderiamos extender.
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Observagao: 2 A maneira “algébrica”’de fazer Matematica

Este truque e as poténcias de 10
Veja que a invencao de que estamos falando acima tem propriedades interes-
santes:

23466.76545566 = 10 x  2346.676545566
1og(23466.76545566) = log(10) + log(2346.676545566)
log(23466.76545566) = 1 + log(2346.676545566)

quer dizer que estamos falando do “logaritmo base 10”.

Veja o método que estamos adotando, é assim que se faz matemdtica, sempre
foi assim que se fez matemdtica. Analisamos um problema e criamos uma
expressao “algébrica” para o que desejamos e vamos manipulando as expressoes
na busca de uma saida.

As vezes dd certo, descobrimos um teorema, publicamos ruidosamente o resul-
tado. Muitas vezes nao dd em nada interessante e evitamos discutir o assunto
com 08 outros... tem muita matemdtica ficou silenciosamente na cesta de lizo.

Foi usando este “método algébrico” que comecamos a discutir os logaritmos,
procuravamos uma fungao que tivesse a propriedade:

log(zy) = log(x) + log(y)

para transformar as complicadas multiplica¢oes na adigdes que sao mais simples
e caimos em tabelas que tranformassem progressoes geométricas em progressoes
aritméticas.

Vamos usar outra palavra em lugar de transformar.

Vamos dizer que sincronizamos progressoes geométricas e progressoes aritméticas

fixando a associagao:
1—0.

Usamos a histéria da raiz para criarmos dois segmentos de progressoes sin-
cronizadas. Esta foi a primeira forma como apareceram os logaritmos com uma
“base” definida.

Depois vimos que podiamos nos liberar disto e criar uma multitude de lo-
garitmos e criamos logaritmos andénimos simplesmente sincronizando duas pro-
gressoes.

Agora queremos encontrar progressoes sincronizadas de uma forma mais po-
derosa, e isto vai nos levar de volta ao cédlculo de raizes, que deliberadamente
abandonamos para trabalhar com mais liberdade mas ao mesmo tempo chega-
mos a conclusao que as tabelas de logaritmos assim constriidas poderiam ficar
enormes e é preciso voltar atras e estrutura-las melhor.

Com o que fizemos inicialmente, ja temos a solugdo quase pronta, o que
desejamos é descobrir r tal que
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Lrr2 e =10
e sincronizar esta progressao com
0,d,2d,3d,---,nd =1

porque r?® = 100 e estard sincronizado com 2nd = 2 enfim, a cada nova casa
decimal, os logaritmos pulam de uma unidade.

Redescobrimos, assim os logaritmos decimais, ou
ainda os logaritmos de base 10.

Como j4 resolvemos esta questao antes, sabemos que
r= V10

e quanto maior n mais refinada serd a tabela de logaritmos, e, infelizmente
também, mais trabalhoso para calcular a raiz e-nésima de 10, entretanto os
célculos deixaremos por conta do nosso calculista de mesa, que igual os calcu-
listas arabes de Malba Tahan, calcula silenciosamente, obedientemente, ¢ sem
erros... e veja que nao estamos fazendo nenhuma sugeira. Estamos construindo
os logaritmos de forma auténtica, vamos usaar o computador apenas para es-
crever as progressoes aritmética e geométrica mais réapido e com maior precisao.
Estamos apenas usando trabalho escravo, coisa comum em nossos dias, o nosso
escravo, aqui, é a maquina enquanto outros escravisam seres humanos ou os
simples e déceis animais.

Vamos retomar os nossos célculos de raizes, usando a propriedade das médias
aritméticas para obter {/10. Se quisermos ter uma pagina para cada passagem
de inteiro, usando a formatagéo da tabela (tab. 1.2.6), pagina 33, entdo teremos
que usar n = 160, e portanto teremos que calcular médias com 160 ntimeros.

Que magico nimero, 160 é este?

Verifique vocé mesmo, quantas colunas tem as tabe-
las de logaritmos que fizemos, por exemplo a tabela
(tab. 1.2.6), pdgina 35 .

Quatro colunas, certo?

Em cada coluna 40 linhas, que é o que cabe a pagina,
certo?

Dai 160 = 40 x 4, somente isto. Nenhum mistério.

Mesmo para um habil calculista da Idade Média isto poderia tomar mais de
um par de horas, talvez alguns dias. Claro, “naqueles tempos” sempre havia
muito “tempo”... podemos entretanto solicitar ao nosso calculista de mesa que
faga o servico, e o resultado pode ser obtido em menos do que um par de
segundos:
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power (10,1/160)
1.01449520806873610874

e assim, num piscar de olhos sabemos que r = 1.01449520806873610874 que

vamos arredondar para r = 1.0144952 porque o calculista exagerou.
Agora usando delta = 1(13—0 no programa “sofisticado” que rodamos anterior-

mente vamos obter uma nova tabela, (tab. 1.2.6), pagina 35
Analisando a tabela vocé "poderia” encontrar:

x = 2.0241832 log(z) = 0.30625 (1.7

x = 20.241806 log(x) = 1.30625 (1.8

x = 202.41832 log(z) = 2.30625 (1.9
1.

z = 0.20241832 log(z) = 0.30625 — 1 = —0.69375 (

Vocé nao encontrou os nimeros citados acima (com excegao de dois casos
porque a tabela tem uma amplidao reduzida:

z € [1,98.570940] ; log(z) € [0,1.99375]

_ = = L =

Quando um ntimero apenas tiver o “ponto flutuante” deslocado de uma casa,
relativamente a outro, o seu logaritmo decimal difere de uma unidade, relativa-
mente ao do outro.

Ou ainda:

log(z) =y = log(10z) =y +1 ;log(100x) =y +2...

Com isto, uma tabela de logaritmos bem refinada, com x variando entre os
nimeros 1 e 100 serd ttil para fazer muitas operagoes, como é o caso da tabela
(tab. 1.2.6), pdgina 35

Observe, também que o nimero x = 10 néo aparece na tabela, quem aparece
6 9.9999872. Isto se deve a erros de arrendondamento, mas 9.9999872 é pratica-
mente 10. Poderiamos ter editado a tabela de modo que aparecesse 10 em lugar
de 9.9999872 mas al, voce, leitor, estaria sendo enganado.

Quer dizer que (tab. 1.2.6), pagina 35 é uma tabela de logaritmos ”quase
decimais”... Use o programa log_tabela.py para construir sua tabela de lo-
garitmos com precis@o arbitraria, (escolhida por vocé), e com alcance que vocé
mesmo ird determinar, seria certamente um bom artigo para feiras de artesa-
nato, talvez ninguém queira comprar, mas ird, certamente, chamar atengao.

1.2.5 A base de um logaritmo

Por diversas vezes fizemos referéncia ao fato de que ao encontramos, (se encon-
trarmos), a linha:

x | log x
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entao diremos que se trata da tabela do logaritmo na base a.
A tabela (tab.1.2.6 ), pdgina 35, é uma tabela de logaritmos decimais, ou
logaritmos de base 10.

Observagao: 3 Precisio nas tabelas de logaritmo

Observe o artigo indefinido na frase anterior e em geral quando
falamos de uma tabela de logaritmos.

Basta escolher outro valor para n e teremos outra tabela de loga-
ritmos decimais.

Este outra tabela ¢ uma expressio perigosa. Haveria entao
muitos logaritmos decimais?

A reposta é “nao”. O que pode haver é diversas tabelas com maior
0U MEnor Precisao.

O valor de n é que determina quanto a tabela é fina. Com um
maior valor de n, teremos mais dados na tabela que serd entdo
mais perfeita. Dizemos que a granularidade da tabela é menor.
Observe ainda que isto nao quer dizer que haja vdrios logarit-
mos decimais. Apenas quer dizer que podemos fazer tabelas mais
precisas diminuindo a granularidade das mesmas, (ou equivalen-
temente, aumentando o indice da raiz calculada r = \"/ﬁ)

Os logaritmos de base a sdo designados por y = log,(z) que se 1é:

| “y é o logaritmo base a de z.”

Na tabela de logaritmos base a poderemos encontrar (se ela for suficiente-
mente fina...)

z | logx
a 1.0
a2 | 20
a®| 3.0
a™ n

que justifica a denominagao de “base a” para estes logaritmos. J4 vimos que na
tabela de logaritmos decimais temos
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x logx
10 1.0
100 2.0
1000 3.0
10" n

Estamos em condigoes agora de descrever varias propriedades dos logaritmos.
Vamos nos fixar nos logaritmos decimais, por enquanto, depois veremos que é
facil transferir as propriedades para qualquer outro logaritmo.

Relembrando, um logaritmo é uma func¢do que associa os termos de uma
progressao geométrica:

1,...,10,...,100,...
com os termos de uma progressao aritmética
—1,...,0,...,1,...,2,...

e agora no caso dos logaritmos decimais uma propriedade particular permite
que que fiquemos apenas com um pedacgao desta associagao:

1,...,10

com os termos de uma progressao aritmética
0,...,1

porque o restante podemos deduzir, (e perder precisdo...), acrescentando uma
unidade a parte inteira do logaritmo.

A coluna da progressao geométrica é obtida multiplicativamente, o “pri-
meiro termo” é 1. Mas também podemos “andar” para traz indefinidamente,
dividindo.

...0.01,...,0.1...1.

Dividindo podemos obter niagu meros cada vez menores, nos aproximar
indefinidamente de zero, mas nunca obter nimeros negativos.

Mas quando estivermos abaixo de 1, na progressao geométrica, isto vai cor-
responder a numeros negativos na coluna da progressao aritmética:

L1

Vemos assim que o dominio se constitue de qualquer nimero positivo: R+
enquanto que o conjunto de valores pode ser qualquer ntimero real, positivo ou
negativo: R. Quer dizer que

logio: R — R

é o formato da definigao do logg.
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Teorema: |1 Dominio e contra-dominio do Logaritmo decimal

O dominio da fungao logaritmo decimal é o conjunto dos nimeros reais po-
sitivos e o contra-dominio é o conjunto dos nimeros reais.

Vamos analisar se existe uma inversa de log;,. Os argumentos que estamos
usando nos indicam que sim. Veja que a seguinte relagao é falsa:

a #be log(a) = log(b)

porque elementos diferentes na progressoes geometrica correspondem a elemen-
tos diferentes na progressao aritmética. Noa importa a granularidade escolhida.

Isto nos permite afirmar que podemos inverter a seta na definigdo de fungao.

Vejamos que fungao vamos ter ao invertermos a seta: Agora no conjunto de
valores temos as poténcias de 10, as poténcias inteiras e aquelas intermediarias
que a granularidade de nossa tabela permitir. Consulte a tabela (tab. 1.2.6),
pagina 35 , na segunda folha, onde estd, no comego 9.9999872 ~ 10 é o 10, sem
preconceitos.

Entao vocé tem:

1+—10=10' =10

na préxima célula da tabela vocé tem:

1.00625 — 10.144939 = 10%:09625 — 1(.144939

quer dizer que a inversa da fungao logaritmo decimal é fungao exponencial de
base 10.
O

2 Inversa de log,

A inversa da funcao log,, € a fungdo exponencial de base 10.

Vocé vé assim a razao da denominacao de base para caracterizar os logarit-
mos.

A funcao x — logio(z) é a fungao inversa de = — 10%.

A funcao = — logs(x) é a fungao inversa de x — 2%.

Quer dizer, se vocé quiser calcular

10V2

vocé deve procurar na tabela de logaritmos um nimero préximo de v/2 na coluna
do log, quer dizer, na coluna dos expoentes, e depois olhar para o outro lado.
Na tabela que temos vocé pode encontrar 1.4125 ~ logo

10V2 ~ 25.852301.
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Como, para qualquer niimero positivo,
a® =1

entao,
loga(1) = 0.

3 Ponto fixo da familia dos logaritmos O grdfico de qualquer loga-

ritmo passa no ponto (1,0).

Foi por esta razao que comecamos sincronizando as tabelas de progressoes
aritméticas e geométricas usando o zero, no lado da progressao aritmética (lo-
garitmo) e 1 no lado da progressio geométrica.

log10(2%) = xlog10(2)

1.2.6 Troca de base do logaritmo

Prometemos que iriamos mostrar como poderiamos explicar qualquer logaritmo
a partir do logio-

Vamos ver uma forma simples de trocar a “base” do logaritmo. Para isto
vamos considerar a tabela do logjp. Nela escolha um nimero qualquer a na
coluna do z, da progressao geométrica. Experimente agora e escolha a.

Do outro lado vocé tem logio(a). Existe um ntimero K pelo qual podemos
multiplicar a coluna da progressao aritmética (essas coisas a gente faz com um
computador, néo é a méo...) de modo que

Klogw (a) =1.
Tudo que temos que fazer é resolver a equagao acima:

B 1
~ logio(a)
e como os termos da progressdo aritmética representam logio(z) o que temos
agora ¢:
_ logio(x)
" logio(a)’
Em particular, ao lado de a aparece do outro lado, na coluna da progressao
aritmética multiplicada por K = aparece

Klogio(x)

1
logio(a)’

logio(a)

=1.
logio(a)

Klogypx
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logo, como ja definimos isto antes, esta nova tabela é a tabela do log,(z).
logio(x)
logio(a)

Quer dizer que multiplicamos: Klogio(z) = para obtermos log, (z).

Isto nos dé a férmula:
4 Troca de base

loga(z) = logio(z)

~ logio(a)’
Exercicios: 2 Propriedades dos logaritmos

1. variagao dos logaritmos

2. Fa
3.

1.3 Funcgoes exponenciais

Ao estudar os logaritmos vimos que haviam duas progressoes sincronizadas:
— 0 2 n
1=r"rr ...r

0,d,2d,...,nd=1

=a

Mas hd uma pergunta que nés nao respondemos claramente, “quem € o loga-
ritmo? 7.

Vamos comega por fixar alguns nomes que ficaram zanzando no texto en-
quanto nos ocupavamos do principal que era a construgdo. Agora vamos fixar
tudo isto aqui:

e base;
o logaritmo;

e funcao logaritmo.

Se olharmos atentamente para a progressao geométrica vamos ver que la esta
presente também a progressao aritmética: a sucessao dos expoentes.

A progressao aritmética é a sucessao dos expoentes da progressao geométrica.
Eles é que se encontram na coluna marcada com o cabegalho “log(x)“ nas tabelas
que j& construimos.

Entao o logaritmo é o expoente. |
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Um outro olhar para uma tabela, quando o logaritmo néao for anénimo,
lembre-se, chamamos de anénimos os logaritmos em cuja tabela ndo aparecia a
linha:

Observagao: 4 Lembrete: logaritmos andénimos
Os logaritmos andnimos sao construidos apenas sincronizando as
duas progresséoes artiméticas e geométricas

e (), inicialmente, para a aritmética e
e 1, inicialmente, para a geométrica e

e cscolhendo as duas razdes mais ou menos em forma ar-
bitrdria...

Mas se o logaritmo nao for anénimo, entéao nos preocupamos de escolher um
numero @ > 0, na progressao geométrica, para sincronizar com 1 na progressao
aritmética, e calculamos r = {/a para construir uma progressao geométrica mais
fina. Neste caso “tem que”aparecer a linha

na tabela, (nem que seja aproximadamente, como foi o caso da primeira que
construimos em que apareceu 1.99996208783624992043 em lugar de 2.

Este ntiimero g assim escolhido é a base do logaritmo e, na verdade, na tabela
existem agora duas progressoes geométricas:

— n _ n+1
1=r"rro ... ,r" =a,r" ", ...
_ 0 2
l1=a"a,a,...
a segunda progressao se encontra sincronizada com os niimeros inteiros positivos,
é formada das poténcias da base.
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A segunda equagao acima nos permite escrever uma equagao que é funda-

mental:

alo9@) — g, (1.11)

Entre os muitos preconceitos que envolvem o ensino de Matemadtica, um

deles é o preconceito de que toda fungao tem uma equacgao.

Observagao: 5 Preconceito: toda func¢ao tem uma equagdo

O logaritmo é um exemplo de fungdo sem equagdo.

N ao podemos escrever menhuma expressao “algébrica”ou  “formal”, uma
“f6rmula”, para calcular logaritmos.

A fungao logaritmo se apresenta exclusivamente sob a forma de uma tabela.
Certos programas de computador aceitam que vocé escreva “log(a)”e lhe dao
uma resposta. Isto quer dizer que o tal programa memorizou uma tabela de
logaritmos.

Mais a frente foi vocé vai ver que isto € falso, que existem expressées formais
para o logaritmo, entretanto, ndo sao expressoes simples, algum polinémio ou
operagoes com polindmios.

Hd outras fungoes, como seno, coseno que ndao tem uma expressao simples, uma
formula.

A fungao logaritmo, existe, entretanto, e nés escrevemos

y = log(w)

como se isto fosse uma formula, e faremos contas com esta expressao, tran-
quilamente, como se tudo fosse algébrico... um “faz-de-contas’que é muito
importante em Matemdatica, uma conveng¢ao. A Matemdtica € uma ‘“ciéncia
humana”no sentido de que apenas o ser humano a entende. Computadores

nao conseguem entender Matemadtica.

A equagéo
alo9®) = g, (1.12)

envolve duas fungoes . Uma outra forma de escrevé-la é:

flg(@)) = fllog(x)) = a!*9®) = a; ; (1.13)
fly) =a¥; g(x) =log(x) ; (1.14)

A equagao (eq. 1.14), pdgina 27, faz aparecer uma nova fungéo no pedago:

uma “func¢do exponencial’.

Usamos o artigo indefinido “uma”, e nao foi atéa. H4 véarias funcoes expo-

nenciais. Cada vez que escolhermos um numero g para construir uma fungao
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logaritmo “nao an6énima”temos tambem uma correspondente funcido exponen-
cial f(z) = a”.
Na expressao

a®

o numero a se chama ”base”e o nimero z se chama ”expoente”. Em alguns
casos nés sabemos calcular a” :

32=9;2"=8;2%=V2; 5" =7

Da mesma forma como log(x) ndo tem uma equagio, também a exponencial
a® nao tem uma expressao formal com qual possamos calcular, sendo em alguns
casos raros.

Se o exponente for inteiro nés sabemos calcular.

Em alguns outros casos sabemos o que significa, como é o caso de 2/3 que
idenficamos com /2 que nio passa de uma outra forma de escrever...

De formas que a exponencial também é uma fungdo que conhecemos apenas
através de tabelas.

A tabela da exponencial é a tabela do logaritmo vi-
rada ao contrario.

Quer dizer, se conhecemos o logaritmo
y = g(z) = loga(z)

conhecemos também a exponencial
y=f(x)=a

a funcao inversa de log, (z).

que é
E esta a mensagem principal da equacdo (eq. , 1.14), pdgina 27:

Fg(2)) = f(log(z)) = al*9@ = g, ;
f(y) =a¥ ; g(l’) = log(x) 3

1.4 Propriedades do logaritmo e da exponencial

De tudo que ja discutimos sobre logaritmos e exponenciais ficou certamente
zanzando uma idéa que precisa ser corrigida. Existe uma multidao de loga-
ritmos (e consequentemente de exponenciais) e estas fungdes nada tem o que
ver umas com as outras.

Isto esta errado!

29

A primeira coisa que vamos corrigir é histéria de logaritmo anénimo. Nao
existem logaritmos an6nimos, todo logaritmo tem uma base, o que pode ocorrer
é que a base nao representa nada para ndés como os nimeros inteiros.

Dependendo da escolha da razao d para a progressao aritmética, o niimero
1 pode nao pertencer a imagem, mas pode haver um ntimero arbitrariamente
proximo da imagem para uma tabela mais fina do mesmo logaritmo e é isto que
conta.

As progressoes aritméticas sdo sempre crescentes ou decrescentes, a nao ser
que a razao seja nula e estas nao nos servem. As progressoes geométricas sao:

e crescentes se o primeiro termo for positivo e a razao maior do que 1;

e descrescentes se o primeiro termo for positivo e a razao menor do que 1.

Hipétese: 2 Progressoes crescentes

Por enquanto, para simplificar a teoria, vamos trabalhar exclusivamente com
progressoes aritméticas e geométricas crescentes, depois veremos de maneira
simples como se podem descrever todos os casos a partir destes.

Entao, por hipotese, a > 1.

Uma consequéncia desta hip6tese é que os logaritmos sao funcoes crescentes,
porque a imagem cresce junto com os elementos do dominio. E o dominio é
crescente por que assumimos a hipdtese de a razao da progressao geométrica é
maior do que 1, logo a base é maior do que 1. Vamos resumir este resultado no
teorema:

Teorema: | 5 Logaritmos crescentes

Se a base a for maior do que 1 entdo log,(x) é uma fungdo crescente.

Com a hipétese (hip. 2), podemos sintetizar o que temos no seguinte quadro:

e Todos os logaritmos passam no ponto (1,0);

e y = log,(z) passa no ponto (a,1);

e y = log,(z) passa no ponto (b, 1);

Como, por hipétese, (hip. 2), entdo, para todo  #1 = log(x) # 0 para
qualquer que seja a base. Isto nos permite escrever, considerando duas bases
quaisquer:

logp(x) = Kloga(x)

Se dermos um valor qualquer para x vemos que K é uma constante:

o loa® 1

loga(b)  loga(b)
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Quer dizer que, qualquer que seja o logaritmo, ele pode ser escrito como
um multiplo de outro. Por exemplo, todo logaritmo é multiplo do logaritmo
decimal:

6 Unicidade do logaritmo

Dado uma base b > 1 qualquer,

logp(x) = loga() (1.15)

" loga(b)
em particular, log,(z) = lﬁ)f]igig;
Esta férmula ja nos permite uma generalizacao das restrigoes pela hipdtese
(hip. 2). Podemos falar agora de base menor do que 1, (ainda sempre positiva).
Se 0 < b < 1 entao

logio(x
-2

e temos no segundo membro o logaritmo log1o(b) em que b < 1.

Quanto vale log,(b) se b <17

Até agora sempre insistimos nas construgoes de logaritmos com progressoes
aritméticas se originando com o nidmero 0. Mas nada nos impede em continuar
a tabela de logaritmos para trds do zero continuando com a outra coluna para
aquém de 1:

e na coluna do log vamos subtraindo indefinidamente razao positiva d, ob-
tendo agora nimeros negativos;

e na coluna do z vamos dividindo indefinidamente pela razéo r > 1 obtendo
numeros positivos cada vez menores.

Isto nos mostra que o dominio da fungao log é o conjunto de todos os nimeros
positivos e a imagem é o conjunto de todos os nidmeros reais. Se a base a for
maior do que 1 como até agora estamos mantendo, ver hipétese (hip. 2), entéo

b<a = log,(b) <O0.

No6s temos um simbolismo para caracterizar isto:

a>1-—00<log(z) < co.

Dissemos um “simbolismo” porque co ndo é um nimero, e o que estd escrito
acima apenas diz que log,(x) descresce indefinidamente, quando x decrescer
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para 0 e cresce indefinidamente, quando x crescer indefinidamente. Esquema-
ticamente temos a variagao do logaritmo, quando a base a for maior do que
1:

Variagao do logaritmo; base a maior do que 1

T 0 1

logq(z) | —o0 0

8|8

Retomando a férmula (eq. 1.15), pdgina 30, temos:

_ logio(z)
lOg1o(b)
ecomo b <1 = logio(b) < 0 entdo logy(z),logio(x) tém sinais diferentes,

onde um for positivo, o outro serd negativo. Isto produz a seguinte tabela de
variagao para os logaritmos quando a base for menor do que 1:

b<1l = log(z)

Variagao do logaritmo; base ¢ menor do que 1

T 1

[e=]

loga(z) | o0 0 —

Isto nos permitiria fazer um esbogo grafico da curva do logaritmo (vamos
fazer diversos esbogos gréficos cada vez melhores, a medida que as informagoes
forem ficando mais precisas):

A figura (fig. 1.1), pdgina 32 representa algumas idéias que j& discutimos:

Justificativas para o desenho:

e A imagem do logaritmo é uma progressao aritmética, cresce portanto, mas
no dominio estd uma progressao geométrica, de base maior do que 1, que
cresce muito mais rapido, logo a curva cresce cada vez menos do que uma
reta.

e No intervalo (0,1) a progressao aritmética descresce indefinidamente e o
dominio é o intervalo (0,1) logo o gréfico tem que se aproximar do eixo
OY assintoticamente.

Podemos melhorar o gréfico indicando alguns pontos conhecidos. Vamos
para isto fazer o grafico de y = loga(x).
Sabemos y = logs(x) assume valores inteiros nas poténcia inteiras de 2:

1

(5, —-1),(1,0),(2,1),(4,2),(8,3),...




32

A y=log <) ; b=>1

Figura 1.1: Primeira versao do gréfico do logaritmo - base maior do que 1

A figura (fig. 1.2), pdgina 39 com os pontos acima marcados em destaque.
Conhecemos os valores de y = logs(z) em todas as poténcias inteiras de dois.
Nestes pontos o valor é um inteiro.

Como qualquer outro logaritmo é um multiplo de y = loga(z), toda curva
logaritmica vai ser semelhante a esta, do logs.
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X log x | x log x | x log x | x log x
1 0 1.0004939 0.00041 1.0009880 0.00081 1.0014824 0.00121
1.0000123 1le-05 | 1.0005062 | 0.00042 [ 1.0010004 | 0.00082 | 1.0014948 | 0.00122
1.0000246 2e-05 [ 1.0005186 [ 0.00043 | 1.0010127 | 0.00083 [ 1.0015072 | 0.00123
1.0000370 3e-05 1.0005309 0.00044 1.0010251 0.00084 1.0015195 0.00124
1.0000493 4e-05 | 1.0005433 | 0.00045 [ 1.0010375 | 0.00085 | 1.0015319 [ 0.00125
1.0000617 5e-05 | 1.0005556 | 0.00046 | 1.0010498 | 0.00086 [ 1.0015443 | 0.00126
1.0000740 6e-05 1.0005680 0.00047 1.0010622 0.00087 1.0015566 0.00127
1.0000864 7e-05 1.0005803 0.00048 1.0010745 0.00088 1.0015690 0.00128
1.0000987 8e-05 | 1.0005927 | 0.00049 [ 1.0010869 | 0.00089 | 1.0015813 [ 0.00129
1.0001111 9e-05 1.0006050 0.0005 1.0010993 0.0009 1.0015937 0.0013
1.0001234 0.0001 1.0006174 0.00051 1.0011116 0.00091 1.0016061 0.00131
1.0001358 0.00011 1.0006297 0.00052 1.0011240 0.00092 1.0016184 0.00132
1.0001481 | 0.00012 | 1.0006421 | 0.00053 [ 1.0011363 | 0.00093 | 1.0016308 | 0.00133
1.0001604 0.00013 1.0006544 0.00054 1.0011487 0.00094 1.0016432 0.00134
1.0001728 | 0.00014 | 1.0006668 | 0.00055 | 1.0011610 | 0.00095 | 1.0016555 | 0.00135
1.0001851 | 0.00015 | 1.0006792 | 0.00056 | 1.0011734 | 0.00096 | 1.0016679 | 0.00136
1.0001975 0.00016 1.0006915 0.00057 1.0011858 0.00097 1.0016803 0.00137
1.0002098 0.00017 1.0007039 0.00058 1.0011981 0.00098 1.0016926 0.00138
1.0002222 | 0.00018 | 1.0007162 | 0.00059 [ 1.0012105 | 0.00099 | 1.0017050 | 0.00139
1.0002345 0.00019 1.0007286 0.0006 1.0012228 0.001 1.0017174 0.0014
1.0002469 0.0002 1.0007409 0.00061 1.0012352 0.00101 1.0017297 0.00141
1.0002592 | 0.00021 | 1.0007533 | 0.00062 | 1.0012476 | 0.00102 | 1.0017421 | 0.00142
1.0002716 | 0.00022 | 1.0007656 | 0.00063 | 1.0012599 | 0.00103 | 1.0017545 | 0.00143
1.0002839 0.00023 1.0007780 0.00064 1.0012723 0.00104 1.0017668 0.00144
1.0002963 | 0.00024 | 1.0007903 | 0.00065 | 1.0012846 | 0.00105 | 1.0017792 | 0.00145
1.0003086 | 0.00025 | 1.0008027 | 0.00066 | 1.0012970 | 0.00106 | 1.0017916 | 0.00146
1.0003210 0.00026 1.0008150 0.00067 1.0013094 0.00107 1.0018039 0.00147
1.0003333 | 0.00027 | 1.0008274 | 0.00068 | 1.0013217 | 0.00108 | 1.0018163 | 0.00148
1.0003457 | 0.00028 | 1.0008398 | 0.00069 | 1.0013341 | 0.00109 | 1.0018287 | 0.00149
1.0003580 0.00029 1.0008521 0.0007 1.0013465 0.0011 1.0018410 0.0015
1.0003704 0.0003 1.0008645 0.00071 1.0013588 0.00111 1.0018534 0.00151
1.0003827 | 0.00031 | 1.0008768 | 0.00072 [ 1.0013712 | 0.00112 | 1.0018658 | 0.00152
1.0003951 0.00032 1.0008892 0.00073 1.0013835 0.00113 1.0018781 0.00153
1.0004074 0.00033 1.0009015 0.00074 1.0013959 0.00114 1.0018905 0.00154
1.0004198 0.00034 1.0009139 0.00075 1.0014083 0.00115 1.0019029 0.00155
1.0004321 | 0.00035 | 1.0009262 | 0.00076 | 1.0014206 | 0.00116 | 1.0019152 | 0.00156
1.0004445 0.00036 1.0009386 0.00077 1.0014330 0.00117 1.0019276 0.00157
1.0004568 | 0.00037 | 1.0009510 | 0.00078 [ 1.0014453 | 0.00118 | 1.0019400 | 0.00158
1.0004692 | 0.00038 | 1.0009633 | 0.00079 [ 1.0014577 | 0.00119 | 1.0019524 | 0.00159
1.0004815 0.00039 1.0009757 0.0008 1.0014701 0.0012 1.0019647 0.0016

Tabela 1.1: Logaritmos anonimos
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x log x | x log x | x log x | x log x
1.0005062 0.00041 1.0010004 0.00082 1.0014948 0.00122 1.0019895 0.00162
1.0005186 | 0.00042 | 1.0010127 | 0.00083 [ 1.0015072 | 0.00123 | 1.0020018 | 0.00163
1.0005309 | 0.00043 | 1.0010251 | 0.00084 [ 1.0015195 [ 0.00124 | 1.0020142 | 0.00164
1.0005433 0.00044 1.0010375 0.00085 1.0015319 0.00125 1.0020266 0.00165
1.0005556 | 0.00045 | 1.0010498 | 0.00086 | 1.0015443 | 0.00126 | 1.0020389 | 0.00166
1.0005680 | 0.00046 | 1.0010622 | 0.00087 [ 1.0015566 | 0.00127 | 1.0020513 | 0.00167
1.0005803 0.00047 1.0010745 0.00088 1.0015690 0.00128 1.0020637 0.00168
1.0005927 0.00048 1.0010869 0.00089 1.0015813 0.00129 1.0020760 0.00169
1.0006050 | 0.00049 | 1.0010993 0.0009 | 1.0015937 0.0013 | 1.0020884 0.0017
1.0006174 0.0005 1.0011116 0.00091 1.0016061 0.00131 1.0021008 0.00171
1.0006297 0.00051 1.0011240 0.00092 1.0016184 0.00132 1.0021132 0.00172
1.0006421 0.00052 1.0011363 0.00093 1.0016308 0.00133 1.0021255 0.00173
1.0006544 | 0.00053 | 1.0011487 | 0.00094 [ 1.0016432 | 0.00134 | 1.0021379 | 0.00174
1.0006668 0.00054 1.0011610 0.00095 1.0016555 0.00135 1.0021503 0.00175
1.0006792 | 0.00055 | 1.0011734 | 0.00096 [ 1.0016679 | 0.00136 | 1.0021626 | 0.00176
1.0006915 | 0.00056 | 1.0011858 | 0.00097 [ 1.0016803 | 0.00137 | 1.0021750 | 0.00177
1.0007039 0.00057 1.0011981 0.00098 1.0016926 0.00138 1.0021874 0.00178
1.0007162 0.00058 1.0012105 0.00099 1.0017050 0.00139 1.0021998 0.00179
1.0007286 | 0.00059 | 1.0012228 0.001 | 1.0017174 0.0014 | 1.0022121 0.0018
1.0007409 0.0006 1.0012352 0.00101 1.0017297 0.00141 1.0022245 0.00181
1.0007533 0.00061 1.0012476 0.00102 1.0017421 0.00142 1.0022369 0.00182
1.0007656 | 0.00062 | 1.0012599 | 0.00103 [ 1.0017545 | 0.00143 | 1.0022493 | 0.00183
1.0007780 | 0.00063 | 1.0012723 | 0.00104 [ 1.0017668 | 0.00144 | 1.0022616 | 0.00184
1.0007903 0.00064 1.0012846 0.00105 1.0017792 0.00145 1.0022740 0.00185
1.0008027 | 0.00065 | 1.0012970 | 0.00106 [ 1.0017916 | 0.00146 | 1.0022864 | 0.00186
1.0008150 | 0.00066 | 1.0013094 | 0.00107 [ 1.0018039 [ 0.00147 | 1.0022987 | 0.00187
1.0008274 0.00067 1.0013217 0.00108 1.0018163 0.00148 1.0023111 0.00188
1.0008398 | 0.00068 | 1.0013341 | 0.00109 [ 1.0018287 | 0.00149 | 1.0023235 | 0.00189
1.0008521 | 0.00069 | 1.0013465 0.0011 | 1.0018410 0.0015 | 1.0023359 0.0019
1.0008645 0.0007 1.0013588 0.00111 1.0018534 0.00151 1.0023482 0.00191
1.0008768 0.00071 1.0013712 0.00112 1.0018658 0.00152 1.0023606 0.00192
1.0008892 | 0.00072 | 1.0013835 | 0.00113 [ 1.0018781 [ 0.00153 | 1.0023730 | 0.00193
1.0009015 0.00073 1.0013959 0.00114 1.0018905 0.00154 1.0023854 0.00194
1.0009139 0.00074 1.0014083 0.00115 1.0019029 0.00155 1.0023977 0.00195
1.0009262 0.00075 1.0014206 0.00116 1.0019152 0.00156 1.0024101 0.00196
1.0009386 | 0.00076 | 1.0014330 | 0.00117 [ 1.0019276 | 0.00157 | 1.0024225 | 0.00197
1.0009510 0.00077 1.0014453 0.00118 1.0019400 0.00158 1.0024349 0.00198
1.0009633 | 0.00078 | 1.0014577 | 0.00119 [ 1.0019524 | 0.00159 | 1.0024472 | 0.00199
1.0009757 | 0.00079 | 1.0014701 0.0012 | 1.0019647 0.0016 | 1.0024596 0.002
1.0009880 0.0008 1.0014824 0.00121 1.0019771 0.00161 1.0024720 0.00201

Tabela 1.2: Logaritmos anoénimos - continuacao
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X log x | x log x | x log x | x log x
1 0 1.7782788 0.25 3.1622756 0.5 5.6234078 0.75
1.0144952 | 0.00625 | 1.8040553 | 0.25625 | 3.2081134 | 0.50625 | 5.7049203 | 0.75625
1.0292005 0.0125 | 1.8302054 0.2625 | 3.2546157 0.5125 | 5.7876142 0.7625
1.0441189 0.01875 1.8567346 0.26875 3.3017920 0.51875 5.8715068 0.76875
1.0592536 0.025 | 1.8836484 0.275 | 3.3496521 0.525 | 5.9566155 0.775
1.0746077 | 0.03125 | 1.9109522 | 0.28125 | 3.3982060 | 0.53125 | 6.0429578 | 0.78125
1.0901844 0.0375 1.9386519 0.2875 3.4474637 0.5375 6.1305517 0.7875
1.1059868 0.04375 1.9667530 0.29375 3.4974353 0.54375 6.2194153 0.79375
1.1220183 0.05 [ 1.9952615 0.3 | 3.5481314 0.55 [ 6.3095670 0.8
1.1382822 0.05625 2.0241832 0.30625 3.5995622 0.55625 6.4010254 0.80625
1.1547818 0.0625 2.0535242 0.3125 3.6517386 0.5625 6.4938096 0.8125
1.1715206 0.06875 2.0832904 0.31875 3.7046713 0.56875 6.5879386 0.81875
1.1885021 0.075 | 2.1134881 0.325 | 3.7583712 0.575 | 6.6834321 0.825
1.2057296 0.08125 2.1441235 0.33125 3.8128496 0.58125 6.7803098 0.83125
1.2232069 0.0875 | 2.1752030 0.3375 | 3.8681176 0.5875 | 6.8785917 0.8375
1.2409376 | 0.09375 | 2.2067331 | 0.34375 | 3.9241867 | 0.59375 | 6.9782983 | 0.84375
1.2589252 0.1 2.2387201 0.35 3.9810686 0.6 7.0794501 0.85
1.2771736 0.10625 2.2711708 0.35625 4.0387750 0.60625 7.1820682 0.85625
1.2956865 0.1125 | 2.3040919 0.3625 | 4.0973179 0.6125 | 7.2861737 0.8625
1.3144677 0.11875 2.3374901 0.36875 4.1567093 0.61875 7.3917882 0.86875
1.3335212 0.125 2.3713725 0.375 4.2169616 0.625 7.4989337 0.875
1.3528508 | 0.13125 | 2.4057460 | 0.38125 | 4.2780873 | 0.63125 | 7.6076322 | 0.88125
1.3724607 0.1375 | 2.4406178 0.3875 | 4.3400991 0.6375 | 7.7179064 0.8875
1.3923548 0.14375 2.4759951 0.39375 4.4030097 0.64375 7.8297790 0.89375
1.4125372 0.15 | 2.5118851 0.4 | 4.4668322 0.65 | 7.9432732 0.9
1.4330122 | 0.15625 | 2.5482954 | 0.40625 | 4.5315798 | 0.65625 | 8.0584125 | 0.90625
1.4537840 0.1625 2.5852334 0.4125 4.5972660 0.6625 8.1752208 0.9125
1.4748569 | 0.16875 | 2.6227069 | 0.41875 | 4.6639042 | 0.66875 | 8.2937223 | 0.91875
1.4962353 0.175 | 2.6607236 0.425 | 4.7315085 0.675 | 8.4139415 0.925
1.5179235 0.18125 2.6992913 0.43125 4.8000926 0.68125 8.5359032 0.93125
1.5399261 0.1875 2.7384181 0.4375 4.8696709 0.6875 8.6596329 0.9375
1.5622476 | 0.19375 | 2.7781120 | 0.44375 | 4.9402578 | 0.69375 | 8.7851560 | 0.94375
1.5848927 0.2 2.8183813 0.45 5.0118678 0.7 8.9124986 0.95
1.6078661 0.20625 2.8592343 0.45625 5.0845158 0.70625 9.0416870 0.95625
1.6311724 0.2125 2.9006794 0.4625 5.1582169 0.7125 9.1727481 0.9625
1.6548166 | 0.21875 | 2.9427254 | 0.46875 | 5.2329863 | 0.71875 | 9.3057089 | 0.96875
1.6788035 0.225 2.9853808 0.475 5.3088395 0.725 9.4405970 0.975
1.7031381 | 0.23125 | 3.0286545 | 0.48125 | 5.3857922 | 0.73125 | 9.5774403 | 0.98125
1.7278254 0.2375 | 3.0725554 0.4875 | 5.4638603 0.7375 | 9.7162673 0.9875
1.7528706 0.24375 3.1170927 0.49375 5.5430601 0.74375 9.8571065 0.99375

Tabela 1.3: Logaritmos decimais
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x log x | x log x | x log x | x log x
9.9999872 1.0 17.782765 1.25 31.622716 1.5 56.234007 1.75
10.144939 | 1.00625 | 18.040530 | 1.25625 | 32.081093 | 1.50625 | 57.049130 | 1.75625
10.291992 1.0125 | 18.302031 1.2625 | 32.546115 1.5125 | 57.876069 1.7625
10.441176 1.01875 18.567323 1.26875 33.017878 1.51875 58.714994 1.76875
10.592523 1.025 | 18.836460 1.275 | 33.496478 1.525 | 59.566079 1.775
10.746064 1.03125 19.109498 1.28125 33.982017 1.53125 60.429502 1.78125
10.901830 1.0375 19.386494 1.2875 34.474593 1.5375 61.305439 1.7875
11.059854 1.04375 19.667505 1.29375 34.974309 1.54375 62.194074 1.79375
11.220169 1.05 | 19.952590 1.3 | 35.481268 1.55 | 63.095589 1.8
11.382808 1.05625 20.241806 1.30625 35.995577 1.55625 64.010173 1.80625
11.547804 1.0625 20.535215 1.3125 36.517340 1.5625 64.938013 1.8125
11.715191 1.06875 20.832878 1.31875 37.046666 1.56875 65.879302 1.81875
11.885006 1.075 | 21.134854 1.325 [ 37.583665 1.575 | 66.834236 1.825
12.057281 1.08125 21.441208 1.33125 38.128447 1.58125 67.803012 1.83125
12.232054 1.0875 | 21.752003 1.3375 | 38.681127 1.5875 | 68.785830 1.8375
12.409360 | 1.09375 | 22.067302 | 1.34375 | 39.241817 | 1.59375 | 69.782894 | 1.84375
12.589236 1.1 22.387172 1.35 39.810635 1.6 70.794411 1.85
12.771719 1.10625 22.711679 1.35625 40.387699 1.60625 71.820590 1.85625
12.956848 1.1125 23.040889 1.3625 40.973126 1.6125 72.861644 1.8625
13.144660 1.11875 23.374872 1.36875 41.567040 1.61875 73.917788 1.86875
13.335195 1.125 23.713695 1.375 42.169563 1.625 74.989242 1.875
13.528491 | 1.13125 | 24.057430 | 1.38125 | 42.780819 | 1.63125 | 76.076226 | 1.88125
13.724589 1.1375 | 24.406147 1.3875 | 43.400935 1.6375 | 77.178966 1.8875
13.923530 1.14375 24.759919 1.39375 44.030041 1.64375 78.297690 1.89375
14.125354 1.15 25.118819 1.4 44.668265 1.65 79.432631 1.9
14.330104 | 1.15625 | 25.482921 | 1.40625 | 45.315740 | 1.65625 | 80.584023 | 1.90625
14.537822 1.1625 25.852301 1.4125 45.972601 1.6625 81.752104 1.9125
14.748550 | 1.16875 | 26.227036 | 1.41875 | 46.638983 | 1.66875 | 82.937117 | 1.91875
14.962334 1.175 | 26.607202 1.425 | 47.315025 1.675 | 84.139308 1.925
15.179216 1.18125 26.992879 1.43125 48.000865 1.68125 85.358924 1.93125
15.399241 1.1875 27.384146 1.4375 48.696647 1.6875 86.596218 1.9375
15.622457 | 1.19375 | 27.781084 | 1.44375 | 49.402515 | 1.69375 | 87.851448 | 1.94375
15.848907 1.2 28.183777 1.45 50.118614 1.7 89.124872 1.95
16.078640 1.20625 28.592306 1.45625 50.845094 1.70625 90.416755 1.95625
16.311703 1.2125 29.006758 1.4625 51.582104 1.7125 91.727364 1.9625
16.548145 | 1.21875 | 29.427216 | 1.46875 | 52.329797 | 1.71875 | 93.056970 | 1.96875
16.788014 1.225 29.853770 1.475 53.088327 1.725 94.405850 1.975
17.031359 | 1.23125 | 30.286506 | 1.48125 | 53.857853 | 1.73125 | 95.774282 | 1.98125
17.278232 1.2375 30.725515 1.4875 54.638534 1.7375 97.162549 1.9875
17.528684 1.24375 31.170887 1.49375 55.430530 1.74375 98.570940 1.99375

Tabela 1.4: Logaritmos decimais - continuagao

Tabela 1.5: Tabela de logaritmos falsos
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X log x | x log x | x log x | x log x
1 0.1 1.2996305 0.225 | 1.6890395 0.35 | 2.1951273 0.475
1.0065735 | 0.103125 1.3081736 | 0.228125 1.7001424 | 0.353125 | 2.2095570 [ 0.478125
1.0131902 0.10625 1.3167729 0.23125 1.7113183 0.35625 | 2.2240816 0.48125
1.0198504 | 0.109375 1.3254287 | 0.234375 1.7225677 | 0.359375 | 2.2387016 | 0.484375
1.0265544 0.1125 1.3341415 0.2375 1.7338910 0.3625 | 2.2534177 0.4875
1.0333025 | 0.115625 1.3429115 | 0.240625 1.7452888 | 0.365625 | 2.2682306 [ 0.490625
1.0400949 0.11875 1.3517391 0.24375 1.7567615 0.36875 | 2.2831409 0.49375
1.0469320 | 0.121875 1.3606248 | 0.246875 1.7683095 | 0.371875 | 2.2981491 0.496875
1.0538140 0.125 1.3695689 0.25 | 1.7799336 0.375 | 2.3132560 0.5
1.0607413 | 0.128125 1.3785717 | 0.253125 1.7916340 | 0.378125 | 2.3284622 [ 0.503125
1.0677140 0.13125 1.3876338 0.25625 1.8034113 0.38125 | 2.3437684 0.50625
1.0747327 | 0.134375 1.3967554 | 0.259375 1.8152660 | 0.384375 | 2.3591752 [ 0.509375
1.0817974 0.1375 1.4059370 0.2625 1.8271987 0.3875 | 2.3746833 0.5125
1.0889087 | 0.140625 1.4151790 | 0.265625 1.8392098 | 0.390625 | 2.3902933 [ 0.515625
1.0960666 0.14375 1.4244817 0.26875 1.8512999 0.39375 | 2.4060059 0.51875
1.1032716 | 0.146875 1.4338455 | 0.271875 1.8634694 | 0.396875 | 2.4218218 [ 0.521875
1.1105240 0.15 | 1.4432709 0.275 | 1.8757190 0.4 | 2.4377417 0.525
1.1178240 | 0.153125 1.4527583 | 0.278125 1.8880490 | 0.403125 | 2.4537662 [ 0.528125
1.1251721 0.15625 1.4623080 0.28125 1.9004602 0.40625 | 2.4698961 0.53125
1.1325684 | 0.159375 1.4719205 | 0.284375 1.9129528 | 0.409375 | 2.4861320 | 0.534375
1.1400133 0.1625 1.4815962 0.2875 1.9255277 0.4125 | 2.5024746 0.5375
1.1475072 | 0.165625 1.4913355 | 0.290625 1.9381851 | 0.415625 | 2.5189246 [ 0.540625
1.1550504 0.16875 1.5011388 0.29375 1.9509258 0.41875 | 2.5354828 0.54375
1.1626431 | 0.171875 1.5110065 | 0.296875 1.9637503 | 0.421875 | 2.5521498 | 0.546875
1.1702858 0.175 1.5209392 0.3 [ 1.9766590 0.425 | 2.5689264 0.55
1.1779787 | 0.178125 1.5309371 | 0.303125 1.9896526 | 0.428125 | 2.5858133 [ 0.553125
1.1857221 0.18125 1.5410007 0.30625 | 2.0027316 0.43125 | 2.6028112 0.55625
1.1935165 | 0.184375 1.5511305 | 0.309375 | 2.0158966 | 0.434375 | 2.6199208 [ 0.559375
1.2013621 0.1875 1.5613269 0.3125 | 2.0291481 0.4375 | 2.6371429 0.5625
1.2092592 | 0.190625 1.5715903 | 0.315625 | 2.0424867 | 0.440625 | 2.6544782 | 0.565625
1.2172083 0.19375 1.5819211 0.31875 | 2.0559130 0.44375 | 2.6719274 0.56875
1.2252097 | 0.196875 1.5923199 | 0.321875 | 2.0694276 | 0.446875 | 2.6894913 [ 0.571875
1.2332636 0.2 [ 1.6027870 0.325 | 2.0830310 0.45 | 2.7071708 0.575
1.2413705 | 0.203125 1.6133230 | 0.328125 | 2.0967238 | 0.453125 | 2.7249664 [ 0.578125
1.2495306 0.20625 1.6239282 0.33125 | 2.1105067 0.45625 | 2.7428790 0.58125
1.2577444 | 0.209375 1.6346031 | 0.334375 | 2.1243801 | 0.459375 | 2.7609093 [ 0.584375
1.2660122 0.2125 1.6453482 0.3375 | 2.1383448 0.4625 | 2.7790582 0.5875
1.2743344 | 0.215625 1.6561639 | 0.340625 | 2.1524012 | 0.465625 | 2.7973264 [ 0.590625
1.2827112 0.21875 1.6670507 0.34375 | 2.1665500 0.46875 | 2.8157146 0.59375
1.2911431 | 0.221875 1.6780091 | 0.346875 | 2.1807919 | 0.471875 | 2.8342238 | 0.596875




Tabela 1.6: Tabela de logaritmos falsos - continuagao
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Py W

X log x | x log x | x log x | x log x
2.8528546 0.6 | 3.7076569 0.725 | 4.8185842 0.85 | 6.2623792 0.975
2.8716078 | 0.603125 | 3.7320293 | 0.728125 | 4.8502592 | 0.853125 | 6.3035451 0.978125
2.8904844 0.60625 | 3.7565618 0.73125 | 4.8821425 0.85625 | 6.3449815 0.98125
2.9094850 | 0.609375 | 3.7812556 | 0.734375 | 4.9142353 | 0.859375 | 6.3866903 | 0.984375
2.9286106 0.6125 | 3.8061117 0.7375 | 4.9465391 0.8625 | 6.4286733 0.9875
2.9478618 | 0.615625 | 3.8311313 | 0.740625 | 4.9790552 | 0.865625 | 6.4709323 [ 0.990625
2.9672396 0.61875 | 3.8563152 0.74375 | 5.0117851 0.86875 | 6.5134690 0.99375
2.9867448 | 0.621875 | 3.8816648 | 0.746875 | 5.0447301 | 0.871875 | 6.5562854 | 0.996875
3.0063782 0.625 | 3.9071810 0.75 | 5.0778917 0.875 | 6.5993832 1.0
3.0261407 | 0.628125 | 3.9328649 | 0.753125 | 5.1112713 | 0.878125 | 6.6427643 1.003125
3.0460330 0.63125 | 3.9587176 0.75625 | 5.1448703 0.88125 | 6.6864306 1.00625
3.0660562 | 0.634375 | 3.9847403 | 0.759375 | 5.1786902 | 0.884375 | 6.7303840 1.009375
3.0862109 0.6375 | 4.0109340 0.7625 | 5.2127324 0.8875 | 6.7746262 1.0125
3.1064982 | 0.640625 | 4.0372999 | 0.765625 | 5.2469983 | 0.890625 | 6.8191593 1.015625
3.1269188 0.64375 | 4.0638392 0.76875 | 5.2814895 0.89375 | 6.8639851 1.01875
3.1474736 | 0.646875 | 4.0905529 | 0.771875 | 5.3162075 | 0.896875 | 6.9091056 1.021875
3.1681636 0.65 | 4.1174422 0.775 | 5.3511536 0.9 | 6.9545227 1.025
3.1889895 | 0.653125 | 4.1445082 | 0.778125 | 5.3863295 | 0.903125 | 7.0002383 1.028125
3.2099524 0.65625 | 4.1717522 0.78125 | 5.4217366 0.90625 | 7.0462545 1.03125
3.2310531 | 0.659375 | 4.1991753 | 0.784375 | 5.4573764 | 0.909375 | 7.0925731 1.034375
3.2522924 0.6625 | 4.2267786 0.7875 | 5.4932506 0.9125 | 7.1391962 1.0375
3.2736714 | 0.665625 | 4.2545634 | 0.790625 | 5.5293605 | 0.915625 | 7.1861258 1.040625
3.2951909 0.66875 | 4.2825308 0.79375 | 5.5657078 0.91875 | 7.2333639 1.04375
3.3168519 | 0.671875 | 4.3106821 | 0.796875 | 5.6022941 | 0.921875 | 7.2809125 1.046875
3.3386553 0.675 | 4.3390184 0.8 | 5.6391208 0.925 | 7.3287737 1.05
3.3606020 | 0.678125 | 4.3675410 | 0.803125 | 5.6761897 | 0.928125 | 7.3769495 1.053125
3.3826929 0.68125 | 4.3962511 0.80625 | 5.7135022 0.93125 | 7.4254419 1.05625
3.4049291 | 0.684375 | 4.4251499 | 0.809375 | 5.7510599 | 0.934375 | 7.4742532 1.059375
3.4273114 0.6875 | 4.4542386 0.8125 | 5.7888646 0.9375 | 7.5233853 1.0625
3.4498409 | 0.690625 | 4.4835186 | 0.815625 | 5.8269178 | 0.940625 | 7.5728403 1.065625
3.4725185 0.69375 | 4.5129911 0.81875 | 5.8652211 0.94375 | 7.6226205 1.06875
3.4953451 0.696875 | 4.5426573 | 0.821875 | 5.9037762 | 0.946875 | 7.6727279 1.071875
3.5183218 0.7 | 4.5725185 0.825 | 5.9425847 0.95 | 7.7231646 1.075
3.5414495 | 0.703125 | 4.6025760 | 0.828125 | 5.9816484 | 0.953125 | 7.7739330 1.078125
3.5647293 0.70625 | 4.6328311 0.83125 | 6.0209688 0.95625 | 7.8250350 1.08125
3.5881621 | 0.709375 | 4.6632851 | 0.834375 | 6.0605477 | 0.959375 | 7.8764730 1.084375
3.6117489 0.7125 | 4.6939392 0.8375 | 6.1003868 0.9625 | 7.9282491 1.0875
3.6354908 | 0.715625 | 4.7247949 | 0.840625 | 6.1404878 | 0.965625 | 7.9803655 1.090625
3.6593887 0.71875 | 4.7558534 0.84375 | 6.1808524 0.96875 | 8.0328245 1.09375
3.6834438 | 0.721875 | 4.7871161 | 0.846875 | 6.2214823 | 0.971875 | 8.0856284 1.096875

y = log, ()

Figura 1.2: Gréfico do y = loga(z) com os pontos de coordenadas inteiras salientados.
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