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0.0.1 Objetivo

Parametrizagao de integrais (mudanga de varidveis). Nesta lista vou conduzi-lo ao
célculo do volume da esfera, que todos sabemos qual é, vou usar como motivagao para
o uso das coordenadas esféricas. Outra aplicacdo da mudanca de varidveis é a integral
de Dirichlet.

Esta lista estd baseada no texto de apoio da pagina da disciplina, mas vocé nao
deve se restringir a este texto.

Palavras chaveintegral de Dirichlet, integral tripla, mudanca de varidvel.

0.0.2 Avaliacao do trabalho
Leia na pagina da disciplina a este respeito.
0.1 Exercicios

1. Integral tripla

(a) (V)[I(F)[] Se D for uma regido do espago R3 entdo

Z [ [ sy

é area da superficie que limita D.

(b) W[I(F)[] Se D for uma regido do espago R? entao

/ / / dxdydz
2
é o volume de D.

(¢) MIE)[] Se D for uma regido do R2 ez = F(z,y) = 2 entdo entdo

//F(Ly)dxdy
D

=

é o volume de um sélido de altura 2 tendo por base D e o volume
vale a area de D vezes 2.

(V)[I(F)[] Se D for uma regido do R? e z = F(x,y) for uma fungéo
continua definida em uma regido que contenha D entdo entfo, se

D//F(:c,y)dxdy

existir, é o volume algébrico de um sélido limitado pelo gréfico de F'
e plano XOY restrito a regido D, (a regido D é a base deste sélido)

(e) MJE)[] U é um disco de raio 1 centrado na origem entao

/ /zydzdy =1
U

2. integral dupla

(a) ME)[] ) ](F)[ ] No quadrado D = [0,a] x [0,a] ;a >0,

_ dxdy _ pdpdf
I'= // 1,2 er +Cl2 3/2 2/ / p +02 3/2 (1)

(b) WMI]EF)[] No quadrado D = [0,a] x [0,a] ;a >0,

/4 ay/ 1+tan?(0)

dzxdy pdpdf)
I= —9 __pdpdd
// (2 4 y2 +a2)3/2 / / (P2 + a2)3/2 (2)
0 a
(¢) (V[I(F)[] Sendo a >0
aa fayittan?@)
L=t =2 [ o
F oV 2pdpdf
L=f | @i (4)
i ay/1+tan?(0)
= _2{ (el ) a9 )

x -
(f Vs ‘”’) (©)
I; =~ 0.52359877559829887308 (7)




Valor obtido com o program exer09_02_c.calc para a integral®

/ = 0.52360632350082134596
tan2
0
com passo 0.0001.

(d) (V)[](F)][] A mudanca de coordenadas cartesianas-esféricas fica de-
finida pelas transformacoes

T(p,0,a) = (8)
(pcos(8) sin(a), psin(f) sin(«), p cos(a)) 9)
cos(f)sin(er) —psin(f)sin(a) pcos(d) cos(a)
J(T)=| sin(d)sin(a) pcos(d)sin(a) pbln(a) cos(a) ](10)
cos(a) 0 —psin(a)
dp
(dz,dy,dz) = J(T) | df (11)
do

O determinante det(J(T)) vale —p?sin(a) o sinal caracteriza a ori-
entagao como a integral for calculada.

(e) (V)[I(F)[] O elemento de volume em dimensdo 3D sob a mudanga
de coordenadas esféricas é (escrito sob forma de integral tripla)

J [ [dedydz= [ [ [det(J(T))dpdfde = (12)
D T-1(D)
- _1f( J | p*sin(a)dpdfda (13)

Ao calcular o determinante estou aplicando o sistema de equagoes

dpdp =0 = dfdf = dada

dpdf = —dbdp
dpda = —dadp (14)
dfda = —dadf
3. O volume da esfera do R3
() VM@ f [ [(z* 4+ y? + 2?)dzdydz é o volume da esfera de raio

r sendo 'I‘D 0 deCO de raio r do R2.
() ME)[] j J [ dxdydz é o volume da esfera de raio r sendo rD o

disco de raio  do R2.

1B possivel calcular esta integral exatamente, mas eu ndo consegui faze-lo, desisti depois
de uma hora de trabalho. % ~ 0.52359877559829887308

() VE[] f J [ dzdydz é o volume da esfera de raio r sendo rS?

a esfera de raio 7 do R3.

(d) (W[]F)[] Aplicando a mudanga de coordenadas esféricas podemos
calcular o volume da esfera no R3,

| [ [dzdydz = (15)
rS?
205 f 2 Iy p?sin(c)dpdfda = (16)
2 [y p*dp fOQW db [ sin(ar)da = (17)
ar [ pPdp = 47F7|0 = (18)
3
4 (19)

(e) (V)[1(F)[] Mudanca de varidveis Dada w = F(z,y,z) e R o tetra-
edro cujas faces se encontram nos planos coordenados e no plano
r+y+z—-1=0

D=[][F(zy, z)dzdydz (20)
R
111
D= fffF(T(u,uw))a((:35/))dudvdw = (21)
000
u =r+y+z
uv =y +z
v _ ytz _ _y+z
v T+y+z
wvw =5
w = ﬁ = yiz (22)
X =UuU—uv
Yy = Uuv — uvw
z = uvw
A(x,y,z) _ 92
B(u;z;/,w) =uv

O programa exer09_03e constroi o retangulo
(0,1 x [0,1] x [0,1]
imagem da piramide R pela transformacao 7.

A mudanga de varidvel T', no exercicio (3e), vai ser usada em lista préxima
no célculo da integral de Dirichlet




