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0.0.1 Objetivo

Nesta lista vou continuar a trabalhar com volumes, agora para que vocé adquira mais
treino e comegar o trabalho com variedades no espago. O ponto inicial sdo arcos, ou
caminhos sobre superficies e calcular o comprimento destes caminhos. Esta lista estd
baseada em uma pagina de apoio para a qual hd um link na pédgina da disciplina, como
de habito.

Preciso também de aprofundar o uso do gnuplot e alguns dos exercicios estao
voltados para para este objetivo.

Palavras chave caminhos sobre superficies, comprimento de arcos, fronteiras de
superficies, parametrizagdo de curvas.

0.0.2 Avaliagao do trabalho

Leia na pagina da disciplina a este respeito.

0.1 Exercicios

1. Curvas paramétricas

(a) (V)[(F)[] A curva definida pelo sistema de equagdes paramétricas

z(t) = £ +3t+4;
{ y(t)= 2 =3t+4 M)

pode ser visualizada com os comandos

set parametric
x(t) = t*x2 + 3%t + 4;
y(t) = t**2 - 3%t + 4;
plot x(t),y(t)

e o resultado é uma reta no plano.

(b) (V)[](F)][] A curva definida pelo sistema de equagtes paramétricas

z(t) = 2 +3t+4;
{ y(t) = t2—3t+4; @

pode ser visualizada com os comandos

set parametric
x(t) = t*x*2 + 3%t + 4;
y(t) = t*x*2 - 3%t + 4;
plot x(t),y(t)

e o resultado é uma parabola no plano.
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(V)] ](F)[ ] Complementando os comandos na questao 1d com

dx (t) 2%t + 3; \#\# derivada de x(t)

dy(t) = 2%t - 3; \#\# derivada de y(t)

a=-3; set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a)
a=0 ; set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a)
a = 4;set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a)
plot x(t),y(t)

podemos ver o grifico da curva (z(t),y(t)) com vetores tangentes &
curva nos pontos

(#(=3),5(=3)), ((0),5(0)), (z(4), y(4)),

—
(=¥
=

(V)[ ](F)[ ] Complementando os comandos na questao 1 com

dx (t) 2%t + 3; \#\# derivada de x(t)
dy(t) = 2%t - 3; \#\# derivada de y(t)
unset arrow; \#\# desliga todas as setas
plot x(t),y(t), dx(t),dy(t);

podemos ver o grafico de uma reta tangente ao grafico de uma parabola.
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(V)[](F)[] Como a derivada apenas calcula direcoes da tangente em
um ponto, entdao os comandos na questao 1d nao produzem uma
reta tangente, mas as equagoes paramétricas (dz(t), dy(t)) permitem

construir vetores tangentes isolados em pontos da curva.

2. Curvas, equagoes paramétricas

(a) (V)[](F)[] O sistema de equagdes paramétricas

y(t) = Bsin(t): dy(t) = 5cos(t) (3)

define uma curva e sua derivada. Os comandos

{x(t): 3cos(t); dz(t) = —3sin(t)
)
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unset arrow \#\# para eliminar algum vetor definido anteriormente
set parametric

a = pi/4;

set arrow from x(a),y(z) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a);
a = pi/2;

set arrow from x(a),y(z) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a) ;
a = pi;

set arrow from x(a),y(z) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a) ;
a = b*pi/4;

set arrow from x(a),y(z) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a) ;

plot x(t),y(t)

produz o grafico da curva com alguns vetores tangentes.

(V)] J(F)[ ] A seguintes corre¢ao nos comandos do gnuplot da questao

3

unset arrow \#\# para eliminar algum vetor definido anteriormente
set parametric

a = pi/4;

set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a);
a = pi/2;

set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a) ;
a = pi;

set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a) ;
a = b*pi/4;

set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a) ;
plot x(t),y(t)

produz o grafico de uma elipse com alguns vetores tangentes desen-
hados.

(V)] J(F)[ ] O seguinte conjunto de equagdes paramétricas

{ z(t) = tcos(t); dz(t)= —tsin(¢) (@)
y(t) = tsin(t); dy(t) = tcos(t)

com os comandos do gnuplot

a = pi/4;

set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a);
a = pi/2;

set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a) ;
a = pi;

set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a) ;
a = b*pi/4;

set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a) ;
plot x(t),y(t)

produzem o grafico de uma curva com alguns vetores tangentes que
mostram o sentido de percurso sobre a curva.

(d) (V)[](F)[] O seguinte conjunto de equagdes paramétricas

{ x(t) = tcos(t); dz(t) = —tsin(t)+ cos(t) (5)
y(t) = tsin(t); dy(t) = tcos(t) + sin(t)

com os comandos do gnuplot

a = pi/4;

set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a);
a = pi/2;

set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a) ;
a = pi;

set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a) ;
a = b*pi/4;

set arrow from x(a),y(a) to x(a)+dx(a), y(a)+dy(a) ;
plot x(t),y(t)

produzem o grafico de uma curva com alguns vetores tangentes que
mostram o sentido de percurso sobre a curva.
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(V)[J(F)[ ] As equagbes paramétricas de uma reta com coeficiente

angular % passando no ponto (4, —7) quando t = 0 sdo

{ z(t) =3t+4 dx(t) =3;
—4;

y(t) =4t +7  dy(t) (©6)

3. Coordenadas polares Os dois métodos com gnuplot

(a) (V)[](F)[] Sabendo que as equagdes

z(t) = 1;
{yEt?: t; M

representam uma curva em coordenadas polares, entao os comandos

set polar;

set xrange [-3:3];

set yrange [-3:3];

plot x(t),y(t);, t,0, -t,0, t,pi/2, -t,pi/2
print ’Aperte enter para terminar’

pause -2

produzem os graficos do circulo trigonométrico e a espiral p(f) = 6.
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(V[ 1(F)[ ] A equacao, em coordenadas polares, p(6) = 6 equivale ao

sistema de equagoes

z(0) = 6Gcos(8);
{ y(6) = Bsin(0); ®

o que pode ser verificado com os comandos




set parametric;

x(t) = txcos(t); y(t)=t*sin(t);
set xrange [-8:8]

set yrange [-8:8]
plot x(t),y(t)
print ’enter para terminar’
pause -2

e comparado com

set polar

r(t) =t
plot r(t)
print ’enter para terminar’
pause -2
(¢) WV)[1(F)[] Como a primeira bissetriz dos eixos, y = = tem um
angulo constante igual § = 7 e o vetor posi¢ao tem comprimento

p = /2 + y2, varia, entao é impossivel escrever p como fungio de 6.
Conclusao, ndo é possivel usar o modo polar do gnuplot para obter
a primeira bissetriz. Mas com

z(0) = pcos(});
{ y(0) = (‘)sin(%); ©

e usando os comandos

set parametric;

x(t) = t*xcos(pi/4); y(t)=t*sin(pi/4);
plot x(t),y(t)

print ’enter para terminar’

pause -2

obteremos a primeira bissetriz (em parte... um segmento de reta),
entdo os dois métodos de coordenadas polares ndo sio equivalentes'.

(V)[ ](F)[ ] Coordenadas esféricas Se
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6 € [0,27]a € [0, 27]

entao as equacoes

x = rcos(f) cos(a);
y= 7'sin((¢9))c0s(a); (10)

descrevem a esfera 22 + 32 + 22 = r e definem assim um sistema de
coordenadas para o espago 3D (coordenadas esféricas - equivalente
ao sistema de coordenadas polares para o plano).

10 modo polar do gnuplot é muito efetivo para trabalhar com coordenadas polares quando
r(0) = f(0). O modo parametric serve para aplicar coordenadas polares em todos os casos.

ot

(e) (V)[](F)[] Coordenadas esféricas Se

6 € [0,27|a € [0, 27]

entao as equagoes

x = rcos(f) cos(a);
y= rsin(f) cos(a); (11)
z= rsin()

descrevem a esfera 22 + 2 + 22 = 7 e definem assim um sistema de
coordenadas para o espaco 3D (coordenadas esféricas - equivalente
ao sistema de coordenadas polares para o plano).

4. Curvas de nivel As curvas de nivel se eoncontram no dominio de f.

(a) (V)[](F)[] Usando os comandos

set contour base
set cntrparam levels incremental -10,30,1000
splot f(x,y)

podemos ver que a fungao

fx,y) = 2* = 3zy + ¢

tem circulos como curvas nivel.

(b) (V)[](F)[] Usando os comandos

set contour base
set cntrparam levels incremental -10,30,1000
splot f(x,y)

podemos ver que a fungao

flz,y) =a* = 3zy +y°

tem hipérboles como curvas nivel. Isto significa que f tem pelo menos
um ponto de sela.

(¢) (V)[](F)[] Usando os comandos

set contour base
set cntrparam levels incremental -10,30,1000
splot f(x,y)

podemos ver que a fungao

fla,y) =2 +y°

tem hipérboles como curvas nivel.

(d) (V)[1(F)[] Usando os comandos




set contour base
set cntrparam levels incremental -10,30,1000
splot f(x,y)

podemos ver que a fungao

fla,y) =2 +y°

tem circulos como curvas nivel. Isto significa que f tem pelo menos
um ponto de maximo ou de minimo.

(e) (V)[](F)[] Se o grifico de z = f(x,y) for um plano, entao suas curvas

de nivel serao retas.

5. Curvas sobre uma superficie Nesta questao vou usar o grafico de

z=F(z,y) = 2% — 3zy + o>
como a superficie onde desejo colocar curvas.

(a) (V)[](F)[] Considere o circulo parametrizado pelas equagoes

x = pcos(f)
{ y= psin(0) (12)

o conjunto dos pontos (z,y, 1) se encontra sobre o gréifico de F', em
que (z,y) é um ponto genérico do circulo definido na equagéo (12) .

(b) (V)[](F)[] Considere o circulo parametrizado pelas equacdes

x = pcos(f)
{ y= psin(0) (13)

o conjunto dos pontos (z,y, F(z,y)) se encontra sobre o gréfico de
F, em que (z,y) é um ponto genérico do circulo definido na equagdo
(13) .

(¢) (V)] ](F)[ |Parametrizagao da curva A pardbola (equagdes paramétricas
da)

T={tela,bl— (t—4,t—-4>+2x(t—a)+7)} (14)

pode ser transforma numa curva sobre a superficie graf(F') com a
parametrizacao

FT) = {t € [a,b] = (t—4, (t—4)*+2x(t—a)+7, F(t—4, (t—4)*>+2x(t—a)+7))}
(15)

e posso transformar o programa exer07_05_a.calc para criar um

script para gnuplot que apresente a esta imagem em cima da su-

perficie graf(F). Digo que estas curvas se encontram parametrizadas

no intervalo [a, b)].
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(d) (V)[](F)[] Selecionando uma particao do [a, b], equagao (14), posso

construir uma poligonal que se aproxime da curva F(T). Sejam t ;"

os nds uniformes desta particdo. Os vértices da poligonal serdao

F(tk‘gil) = {(tk74)2+2*(t1{,7(z)+7, F(tkf4, (tk,f4)2+2*(tk7a)+7))}

(16)
e isto pode ser testado com uma modificagao do script exer07_05_c.gnuplot
exer07_05_d.gnuplot.

(W[ ](F)[ ]JA férmula do comprimento de arco O comprimento da polig-
onal de n lados, é

n—1
I Y /(b — th)2 + (Fltrgr) — F(tr)? (17)
k=0
n—1
F(ty —F 2
I~ 5 (th - tk)\/(l T (18)

I= 14 F'(z)dz (19)
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