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1 Informacoes

Por favor , siga as instrugdes sobre nomes de arquivos, leia as intrugoes na pagina da
disciplina, caso queira me enviar esta lista.

Esta lista é um trabalho de férias de preparagao para Calculo II. Terei prazer em
tirar duvidas ou conversar sobre os assuntos desta lista em qualquer momento, por
e-mail. Pode ser sobre qualquer assunto das listas anteriores também.

1.1 Objetivo

Vou mostrar uma funcdo cuja integral ndo pode ser calculada com o Teorema Fun-
damental do Célculo porque a fungdo nao tem uma primitiva que possa ser expressa
em termos de outras fungdes conhecidas. Em outras palavras, a primitiva é uma nova
funcao, a fungdo logaritmo. Em suma, a tnica forma de calcular esta integral é aprozi-
madamente. O que é surpreendente é a quantidade de instrumentos tedricos que vamos
usar para atingir este objetivo.

Palavras chave logaritmo, exponencial, fungao inversa, integragdo aproximada.

2 Exercicios

1
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1. Propriedades da fungao f(z) =

(a) (V)[](F)[] O dominio de f(z) =  é o conjunto dos niimeros reais

positivos. !
(b) (V)[1(F)[] O dominio de f(x) = L é o conjunto de todos os nimeros

A LIV LS x

reais positivos exceto o zero, R — {0}.

(¢) (M)[I(F)[] A derivada da fungdo f(z) = 1 ¢ positiva e ela ¢ uma
fungao crescente.

(d) (V)[1(F)][] A derivada da fungao f(z) =

funcao decrescente.

sl=

é negativa e ela é uma

(e) (V)[1(F)[] Nas vizinhangas de zero f(z) = 1 pode assumir valores
arbitrariamente grandes e porisso dizemos que lim0 f(z) = o0 ou seja,
=

nao existe.

(f) (V)[](F)[] Para grandes valores de |x| f(x) = L é arbitrariamente

x

pequena e porisso dizemos que lim f(x) = 0.
r==%00

(8) (V)[]J(EF)[] O gréfico de f(z) = L é o que aparece na figura (1) pagina

)

1
f(X) = X_

Figura 1: gréfico de f(z) = L feito & mao com xfig

(h) (V)[1(F)]] a fungao f(x) = % é continua em qualquer intervalo que

nao contenha o zero.

2. Integral da fungao f(x) = % Como nao temos nenhuma regra para calcu-

lar a integral desta funcao, vamos calcula-la aproximadamente com somas
de Riemann.
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(a) (V)[](F)[] Uma aproximagio para [ dz—z é 24
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(b) (V)[](F)[ ] Uma aproximagcao para 1f e L T

b
(¢) (V)[](®)[] Se a,b> 0 podemos calcular [ d?“
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(d) (V)[](F)[] Se a,b < 0 podemos calcular [ 4=

a

o

(e) (V)[](F)][ ] Uma aproximacao para ‘i—z é

n—1
Z A‘.IA,. ) Am:b_a
k:0a+k x n

(f) (V)[](F)[] Os célculos seguintes estao corretos:

Az ==t (1)
b d n—1 A
f Tz ~I= kg a+k:IAr (2)
n—1
I=Azx Z a+kAx (3)
k=0
I'=Ax Z 1+kAz/a (4)
I—Ax/akz TThATa (5)
Ag o= b=t = L-a Am/a (6)
Ag =211 = Az z N (7)
k=0
b/a
I~ ] % (®)

b/a

O
Conclusao: f o _ f d—z nao interessando se a,b sao todos dois

positivos ou todos d01s negativos.
(g) (V)[](EF)[] A integral da fun¢do f(z) = < no intervalo [a,b] ; a,b > 0

é igual a integral da fungdo f(z) = < no intervalo [1,b/a]. Por
exemplo:
o, 5,
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[ =T =lT+]T (11)
100 1 1 1
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(h) (V)[](F)[] As contas seguintes estao corretas:
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3. Propriedades do logaritmo y = In(z) A nova funcio [

dt

x
ritmo natual. Notagao: In(z [T'
1

T
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(27)

se chama loga-




(a) (V)[](F)[ ] Dominio de y = In(x) é a reta estritamente positiva.
(b) (V)[1(F)[] Se a,b > 0 entao In(ab) = In(a) + In(b).
() VE)[] in(1) = 0.
(d) (V)[](F)[]Se0<a<1entao in(a)<O0.
a 1 1/a
(e) WMUIE)[] in(a) :{df = f &= 1f L = ~In(1/a)
(f) WLE)[] In(a/b) = In(a) — In(b)
() MIIE)[]y=In(z)= 11 df entao y = In'(x) = %, é sempre positiva

logo y = In(z) é uma funcao crescente, negativa no intervalo (0, 1],
positiva no intervalo [1,00) tal que In(1) = 0 entao o seu grafico é o
que se encontra na figura (2) pagina 5,

Figura 2: gréfico feito & mio, com xfig, de y = In(x)

O programa exer15_06.calc calcula o valor de In(a) para qualquer niimero
que voceé escolher. Obviamente interessa apenas os logaritmos dos fatores
primos de nimeros inteiros:

valor aproximado do 1n(2) --> 0.69389724305993749692
valor aproximado do 1n(3) --> 1.09927902940884220169
valor aproximado do 1n(5) --> 1.61003799243409205460
valor aproximado do 1n(6) --> 1.79234288357989852577
1n(2) + 1n(3) = 1n(6)

0.69389724305993749692 + 1.09927902940884220169 =
1.79234288357989852577

O programa exer15_06.calc, que se encontra na pagina da disciplina, no
link “programas”, faz estes calculos e vocé pode alteré-los para fazer outros
calculos. O programa exer15_06.gnuplot executa as mesmas operagoes
que o programa exer15_06.calc e também se encontra na péagina.

4. Propriedades da inversa do logaritmo y = e*

ot

(a) (V)[](F)[] Como y = In(z) é uma fungao estritamente crscente,
entao ¢ bijetiva e tem inversa. Notagdo a inversa de y = In(x) é
y = e e seu grafico pode ser obtido por rebatimento em torno da
primeira bisetriz do gréfico na figura (2). O resultado é o gréfico na
figura (3) pdgina 6,

y=int)

Figura 3: gréficos feitos 4 mao, com xfig, da Exponencial e do logaritmo

(b) WN[JEF)[] Como In(ab) = In(a) + In(b) entdo e = e + e
() WMI]E)[] Como In(ab) = In(a) + In(b) entdo ettt = el
(d) W[JI)[] Como In(1) = 0 entdo el =1.

(e) VIME)[]

e Como o domfnio do In ¢ R™" e

e 0 seu conjunto de valores é R entao

e n:R™ — R

e 0 dominio da exponencial é¢ R

e ¢ 0 seu conjunto de valores é RT+.

e cap: R — R*T

Entao e® > 0 para qualquer que seja z € R.
() MUE)[J e = &
(g) (V)[](F)[ ] Derivada da exponencial Como
y = f(z) = exp(x) e v = g(y) = In(y)

é um par de fungoes inversas entao
faw) =2 = ) = Few)gd@) =1 (@8)
I(9) = 7 = + =y = eap(a) (20)
f'(x) = exp(x) = f(x) (30)

Conclusao: a exponencial, y = e” é a unica funcao cuja derivada é
ela mesma: [e*]’ = e”.




(h) (V)[](F)][] Todas as derivadas de y = e, na origem, sdo iguais a

1. Usando a notacao de Leibinz %\0 = 1 para qualquer que seja
n € N.

5. Formula de Taylor de y = e”

6. (a) (V)[J)[] A reta tangente ao grifico de y = ¢® em (0,1) éy =1+
(b) MIJIE)[] A fungdo do hegundo grau tangente ao grafico de y = e*
em (0,1) éy=1+a+% 2,
(¢) V[IE)[] A fungdo do tcrccu“o grau tangente ao grafico de y = e*
em (0,1) éy=1+2+% 2, + 3 5,
(d) (v [](F )[] A funcdo polinomial do grau n tangente ao grafico de
y=e"em (0,1)¢
2 8 "
y*1+x+—+§+ o

(e) (V)[1(F)[] Um valor aproximado para o ntmero e pode ser obtido
com a férmula de Taylor

1

1 1
e—e~1+1+ + T
“nl

3!

O programa exer15_06.calc calcula este valor para qualquer valor
de n que voceé desejar. Para n = 20 obtive

e~ 2.71828182845904523534
Para n = 2000, com alguma demora, obtive
e~ 2.71828182845904523536

o que indica que o programa nao estd otimizado.

O programa exer15_06.calc se encontra na pagina da disciplina, no link
“programas”.




