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Introdugéo.
Este livro se compoe de duas “partes”.

e A primeira é uma espécie de passeio turistico sobre os assuntos do Calculo, derivada e

integral junto com uma revisao da Geometria Analitica indispensavel para desenvolver
o Célculo e neste passeio turistico visitamos os nimeros.
Como todo passeio turistico, este é superficial e reconhecemos nisto um defeito que
ainda nao sabemos como resolver apesar de nos termos dedicado durante mais de 15 a
uma busca de como fazer isto reunindo a seriedade do tratamento com uma precupacao
pedagégica. O que nos consola é que comegamos esta tentativa quando também na
América alguns grupos iniciavam o que hoje se chama de reforma do Cdlculo tendo
ali se produzido um cisma significativo entre os que buscam a solu¢do pedagdgica e
os que preferem continuar trilhando o caminho de sempre. Na bibliografia vocé pode
encontrar as pegadas do nosso caminhar, ver [2], quando comegamos.

e Na segunda parte desenvolvemos primeiro a integral e depois a derivada, nesta ordem,
para finalmente juntarmos as duas num terceiro capitulo. Esta segunda parte tem mais
dois capitulos de problemas genéricos: desigualdades e problemas geométricos, que sao
um vale-tudo usando derivada e integragao.

Este é um livro de exercicios que esperamos que sirva a dois propésitos. Ao aluno que
deseje aprofundar os seus conhecimentos ou estudar sozinho, ao professor que queira se inspirar
em nossas tentativas para acrescentar apoio computacional as suas aulas.

O critico ferino dird que o livro é cadtico, e tem razdo. Mas é que reconhecemos pouco o
método axiomdtico e a apresentagdo acabada e bem talhada como um método pedagdgico. O
aprendizado tem muito de cadtico e ndo vemos porque deixariamos de usar a integral como um
método gerador de sucessoes quando estivermos falando de niimeros e de sucessdes. Ao mesmo
tempo, a exposi¢do do aluno aos conceitos de integral, como “drea algébrica sob uma curva”,
ou ‘“coeficiente angular instantaneo” desde os primeiros momentos, tem necessariamente que
conduzir o aluno a desmistificar estes conceitos que ele pode dominar geométricamente desde
0 comego.

Eu néo defenderia o caos como método, e fico aberto para aqueles que quiserem se juntar
a mim nesta empreitada para produzir um trabalho mais arrumado.

Este livro tem nos exercicios seu objetivo. Ele é formado de listas de exercicios entremea-
das de comentérios tedricos. A solugao destas listas estd planejada para sair em um segundo
volume.

Dentro dos capitulos hd se¢ées de modo a distribuir os exercicios por assunto. Ha pequenos
textos tedricos fazendo a introdugao de cada capitulo e até mesmo das segoes.

Os comentdrios, o texto tedrico, sdo de nossa consideragdo um material importante do
livro, mas nem sempre o mais facil porque é resumido e supde que o estudante ji tenha
estudado Célculo e esteja apenas completando sua habilidade com exercicios de revisdao e
aprofundamento. Sugiro que o leitor inicialmente dé menos importancia a teoria, e se concentre
nos exercicios.

Talvez o leitor deva ler a “teoria” na ordem em que ela apareca, mas sem lhe dar muita im-
portancia, numa primeira leitura. Para lhe permitir uma busca mais acurada de informagdes,
o livro tem um indice remissivo alfabético, ao final, em que se pretende que todos os conceitos
se encontram indexados de forma a permitir um fécil retorno a eles quando achar necessario.

Os exercicios foram escritos para serem feitos com auxilio de uma teoria minima. A
proépria teoria deve surgir dos exercicios. Isto ndo implica uma sugestdo de despreso pela
teoria, nela ha dicas de como se aprofundar na solugdo dos exercicios. Em suma, quase todos
os exercicios podem ser resolvidos em mais de um nivel, e vocé deve resolvé-los no nivel que
puder, e depois tentar aprofundar a solugao.

Uso uma convengao tipogréfica no livro,

e Texto em itdlico, representa material que vocé deve olhar com cuidado, possivelmente
nao estd definido ainda e estou usando a concepgao intuitiva do termo. Com frequéncia,
ao usar termos em itdlico eles podem aparecer posteriormente no texto definidos, neste
caso procure no indice remissivo alfabético uma ocorréncia do termo mais a frente no
livro.

e Com texto tipografico, estou fazendo referéncia a um termo técnico, ja definido
anteriormente ou considerado bem conhecido como tal.

e Ao usar letra pequena estou lhe querendo dizer que o assunto é “polémico”, que hé
muito mais coisa para ser dito do que estou conseguindo dizer naquele momento.

e Uso texto sublinhado para chamar sua atengdo de um detalhe que poderia passar de-
sapercebido, tem o mesmo sentido texto em negrito.

Chamo em particular sua atengado para os textos etiquetados com a palavra “observacao”,
quase todos est@o escritos com letra pequena e portanto se classificam, como acima, em “as-
sunto incompleto”, que deve ser discutido com mais cuidado. Sdo uma forma de abrirmos uma
discuss@o sobre um tépico que se encontra no momento certo de discutir mas cujo desenvolvi-
mento quebraria a unidade do texto. Leia as observagoes para se inteirar do seu contetido sem
quebrar o avango do seu trabalho e volte a elas quando se sentir motivado. Dentro do texto
existe uma ou mais palavras-chave, listadas no “indice remissivo”, ao final para lhe permitir
um retorno comodo ao assunto.

Em particular faga uso do “indice remissivo” quando quiser procurar um assunto de in-
teresse especifico. Construimos este indice com cuidado para tentar listar o maior nimero
possivel de tépicos, contidos no livro, através de suas palavras-chave. Um uso importante do
indice remissivo consiste na localizacao da definicdo dos termos contidos no livro.

Itens importantes neste livro sdo os programas de computador, vocé os pode conseguir com
o autor do livro, via internet, tarcisioe-math.ams.org. Possivelmente junto com o livro, no
mesmo diretério, vocé encontra o arquivo programa.tgz contendo todos os programas usados
no livro.

Este livro é distribuido sob a licenga do tipo copyleft, estdregistrado junto a & Biblioteca
Nacional. Com o copyleft, vocé tem o direito de fazer cépias do livro e distribui-lo desde que
ndo seja para ter ganhos com esta distribuigao. E inteiramente legal tirar cépias para todos
os alunos de uma turma ou para uso pessoal, desde que isto seja feito de capa a capa e que
seja cobrado apenas o custo da cépia.

Eu ficaria muito grato se informado de cépias feitas deste livro e do seu uso. Sugestoes
para préximas edig¢ées sdo bemvindas.

Sobral, 31 de janeiro de 2005

Tarcisio Praciano-Pereira



Parte 1

Geometria analitica e
numeros

Capitulo 1

Retas, circulos e parabolas.

1.1 Graficos de curvas no plano

1.2 As funcoes

As fungdes sdo uma generalizagdo dos nimeros: fazemos as qua-
tro operagbes com funcoes, mas sobretudo, faremos duas no-
vas operagoes com elas: integracao e diferenciacao. Estas duas
operagdes sdo o objetivo do Célculo. Nao lhe iremos ensinar o
que é funcgdo, se vocé estiver estudando Célculo é porque j& sabe
o que elas sdo, o que faremos é lhe falar delas com outro enfo-
que preparando-o para as duas operagdes novas que ocuparao a
segunda parte do livro.

Nos queremos entender as fungoes como grdficos que eventualmente tém uma
equacao “algébrica” mas nao precisa necessariamente ser assim.

No gréfico (fig. 1.1) vocé tem uma funcao arbitréria, y = f(z). Se trata de
uma funcio

f:[-6,6) — R

que, portanto, associa a cada ponto do dominio, um nimero real. Tais fungées
servem para associar “quantidades” a pontos do intervalo. ”Calculo”é a dis-
ciplina que tem por objeto funcoes que devem ser analisadas basicamente por
dois métodos:

e derivada;
e integral;

para, desta forma, tirar delas diversas informagdes.
Este é o assunto deste livro.
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Figura 1.1: O grafico de uma funcao no intervalo [—6, 6].

1.2.1 Meédia aritmética ponderada

Neste exemplo temos uma fungdo que néo tem uma equacao algébrica e veremos
como podemos criar modelos que sao aproximagoes de fungoes.

Exemplo: 1 Resultados de um sensor...

Suponha que o sistema de engenharia de tréafico tenha colocado, em um ponto
de uma rodovia, um sensor para contar o numero de carros que por ali passasse
a cada minuto. A contagem foi estratificada para alguns momentos do dia re-
sultando na sequinte tabela de dados

hora\quant. | 0| 9| 10 | 14| 15| 18| 22
00|10 90) 10| 90| 0

Mas para apresentar os dados ao publico, o diretor do servigo fez uma in-
terpolagao linear dos dados expressa no grdfico (fig. , 1.2) pagina 3.
Esta funcdo assume os valores

z |0 9]10] 14| 15] 18] 22
Viz) | 0] 0| 10| 90| 10|90 0

Interpolacdo linear significa uma poligonal que une os pontos que represen-
tam os valores conhecidos ou os dados colhidos. Com a interpola¢do atribui-
mos valores aos pontos intermedidrios, onde o fenémeno nao foi medido, média

carros/minuto

Fluxo de carros por minuto

90 T

70 -

60 -

50

30 -

20 -

10

25 hora

Figura 1.2: Ndmero carros por minuto, num ponto duma rodovia.

aritmética, quer dizer que

V(15) =10 ; V(18) = 90
16 € [15,18] = V/(16) € [10, 90] (1.2)

—
—_
j—t

~—

V(16) é a média entre os valores
V(15),V(18).

subordinada aos pesos s = %,t = %, veja a figura (fig. 1.3).
Na Geometria Analitica aprendemos a dividir um segmento numa razao
dada, e aqui vemos o uso desta divisdo. Queremos encontrar dois pesos

s, t

tal que o ponto

s(15,V(15)) + t(18,V(18))
se encontre sobre o segmento de reta determinado pelos pontos
(15,V(15)), (18, V(18))

A geometria plana nos conduz a solugdo, temos que obter triangulos semelhan-
tes, veja a figura (fig. 1.3) pdgina 4, e queremos que um dos tridngulos seja
determinado pelos pontos

15,16, (16, V(16)) € (15, V(15)), (18, V(18))



de modo que (16,V(16)) fiqgue sobre a reta que une 0s pontos
(15,V(15)), (18,V/(18))

porque desejamos fazer uma interpolagao linear dos dados.

Figura 1.3: A divisdo de um segmento numa razio dada

O sistema de equagoes que temos de resolver aparece na (fig. 1.3). Os mes-
mos “pesos” que vao dividir a hipotenusa, também dividem o cateto horizontal
do triangulo maior na figura. Para fazer a conta com o trigngulo, tiramos pri-
meiro a altura 10 transformando o trapésio num triangulo, e fazemos as contas
com o trigngulo “no chao”. Depois acrescentamos a “base” 10 para retornar ao
trapésio e calcular V (16):

1 2 _ 80
580+ 50 =5 (
V(16) =10 + & (
7
V(16) =10+ T8 + 2 (
_ 2 _ 2
V(16) =104+26+ 5 =36+ 3 (

_ = e e

.3
4
.5
.6

= = I =

Colocamos o triangulo no chdo desnecessdriamente. A propro¢do também
vale para o trapésio:
90+210=2 4+ 2 = (1.7)
— 10 _ 108 | % _ (1.8)
=36+ 2 (1.9)

porque a base comum do trapésio nao destrdéi a proporgao.

Observacao: 1 Média e estimativa

No exemplo acima falamos de 7interpolagdo linear”de dados. A interpolagao linear €
um método simplificado para estimar dados entre dois valores que foram realmente coletados.
E uma estimativa razodvel porque € uma média e nds admitimos que as médias sao uma boa
representacao da realidade a partir dos dados que conhecemos.

Hd outras formas mais sofisticadas, e precisas, de interpolagdo, mas a média aritmética
ponderada € um bom comego.

Com a interpolagdo linear temos V(16) = 36 + % carros por minuto. Isto pode parecer
irreal, ndo poderiam passar 36 carros e ”dois tergos de carro”em um minuto. Mas poderiam
ter passado, em média, 36 carros e dois ter¢os em um minuto no instante t = 16.

Veja que se trata de um “valor médio”, uma estimativa:

e No “instante”, 15, passaram 10 carros/m;
e no instante t = 18 passaram 90 carros/m;

e no instante intermedidrio, t = 16, podemos calcular o fluzo de carros com uma média
aritmética ponderada, :

21
373
V(16) = 2V(15) + 1V(18)
2 1 110
210+ 390 = 110
-y _ 110 __ 2
V(16) = 110 =36 + 2

pesos:

como a quantidade de carros por minuto. Os pesos foram determinado pela posi¢do de
16, relativamente a 15 e 18.

e no instante t = 17 podemos calcular o fluzo de carros com uma média aritmética
ponderada:

pesos:%, % (1.14)

V(17) = $V(15) + 2V (18) (1.15)

0180190 (1.16)

var) =10 =63+ 1 (1.17)

como a quantidade de carros por minuto. Novamente, os pesos foram determinado
pela posicao de 17, relativamente a 15 e 18.

Observagao: 2 Pesos, modelagem e os fatos. Contradicio?

Vocé pode conferir os valores calculados para os pesos a partir do grdfico, (fig. 1.3).

A escolha dos pesos nao foi arbitrdria, ela foi consequéncia de uma lei da geometria, a
semelhanga de tridngulos.

Mas podemos ir um pouco mais a fundo nesta questdo e tirar outras conclusdes.

No caso de V(16), como 16 estd mais prézimo de 15 que de 18, o peso % foti atribuido a
V(15) enguanto que o peso % foi atribuido a V (18).

Quer dizer que geometria nos ensina que o valor V(15) é muito mais importante para
o cdlculo de V(16) que o valor V(18) que se encontra mais longe. E porisso que a Terra
gravita em torno do Sol que é uma estrela de 7 grandeza, por estar mais perto, a forca de
gravidade do Sol termina sendo mais importante que a a for¢a de gravidade de uma estrela
de 1*grandeza.

No caso de V(17), pelas mesmas razées, os pesos foram distribuidos ao contrdrio, uma
vez que 17 estd mais prézimo de 18.

Ezxperimente inverter os pesos no cdlculo de V(16) e de V(17), faga wma interpola¢ao
linear com os valores resultantes, para que vocé se convencga de que a solu¢do que nés esco-
lhemos € a mais légica.



1.2.2 Lendo a informacao obtida

Podemos agora calcular a quantidade de carros que passaram, neste intervalo
de tempo, no ponto em que se encontra o sensor. HEsta quantidade vai ser
expressa pela drea do trapésio que o grdfico apresenta. Novamente a geometria
nos ensinando a criar uma modelagem para a natureza.

No intervalo [15, 18] passaram (célculo da drea do trapésio):

tempo 3h = 180m ¢ a base do trapésio (1.18)
w é a altura média do trapésio (1.19)
V(15>;V(18> = 10490 — 50 carros por minuto (1.20)

drea algébrica = 50 carros/minuto x 180 minutos = (1.21)
area algébrica = 50 carros/minuto x 180 minutos = (1.22)
area algébrica = 50 x 180 carros = 9000 carros (1.23)

Como foi uma duragao de trés horas o tempo medido, temos que multiplicar
esta média por 180 minutos, para calcular quantos carros teriam passado por este
ponto. Desta forma, o grafico reflete o que acontece nos pontos intermedidrios
de um intervalo analisado.

. O adjetivo linear, em interpolacdo linear é usado porque usamos um “seg-
mento de reta”para definir o que se passa entre os pontos extremos, se fosse
uma curva logaritmica, se chamaria “interpolagao logaritmica”, quadratica, se
usassemos uma curva do segundo grau, etc...

Exercicios: 1 Funcgoes e grificos

1. Calcule o “volume” de trafego que passou pelo sensor entre 16 e 17 horas
a partir dos dados coletados no exemplo acima.

2. Uma fungdo f assume os sequintes valores
{(0,3),(3,5), (6,10), (10,0)}

Considerando a fungdo definida no intervalo [0,10], e interpolando line-
armente os valores dados acima, faca o grdfico da func¢do no intervalo
[0,10].

3. Calcule aproximadamente os valores da fungdo f, definida na questdo an-
terior nos pontos: x € {1,2,7,9}.

4. Considere f(x) = xz+3. Calcule os valores f(0), f(1), f(2), f(3), f(4), f(5).
Faga o grifico de f no intervalo [0, 10].

5. Faga o grdfico de f(x) = x + 3 quando z € [—5,5].

6. Faga o grdfico de f(z) = x quando x € [—5,5]. Qual seria o valor médio
de f neste intervalo ¢

7. Como consequéncias de algumas medidas um pesquisador encontrou numa
certa amostra de bacilos os sequintes dados

mm?> | quantidade mm?> | quantidade
5 10 15 25
10 18 20 30

Considerando estes valores de uma fungdo f que fornece a quantidade
de bacilos por milimetro cibico, interpole os valores linearmente e faca o
grdfico da fungdo no intervalo [0,20].

1.2.3 Area sob uma curva - a integral.

O exemplo “censor da quantidade carros que passam por minuto” nos mostra
que a area da regido limitada pelo grafico de uma funcao e o eixo OX tem um
significado importante. Este nimero registra a quantidade do fenémeno. Um
simbolo representa esta area:

18
/V(t) = 9000 carros
15

que se lé: integral de V desde 15 até 18.
A integral é um dos métodos do cédlculo que estudaremos neste livro.

Definigao: 1 Primeira defini¢do da integral

Dada uma fungdo definida no intervalo [a,b], consideramos a regido limitada
pelo grafico de f, o eizo OX, e as retas x = a , x = b. Se esta regido tiver uma
drea, designamos esta drea, que é um nudmero com o simbolo

b
a
€ uma drea algébrica no sentido que pode ser positiva, negativa ou mesmo nula.

Ao longo deste livro vocé ird aprender a calcular integrais de fungdes cujo
grafico nao é feito de segmentos de reta, mas neste primeiro capitulo calcula-
remos integrais apenas neste caso mais simples usando as regras para calcular
area de trapésios.

Aqui podemos ver que a integral representa a quantidade de um certo fenomeno,
aqui a quantidade de carros que trafegou pela rodovia entre dois momentos es-
colhidos.

Um outro exemplo deve ajuda-lo a compreendeer o que significa a quantidade
do fenémeno estudado.



Figura 1.4: Velocidade contra o tempo, gréfico da velocidade

Exemplo: 2 Distancia percorrida

Considere o grdfico na figura (fig. 1.4) pdgina 8, (fig. , 1.4) pdgina 8, que
agora vamos interpretar como

V(t) = velocidade no pontotde um movel em Km/h

Agora a drea significa:

Ao h+ Hb _ 10km/h +90Km/h
2 2

A representa a distancia percorrida, novamente a quantidade total do fendmeno.

E esta a interpretacao usual de uma integral, quando a varidvel é o tempo:

quantidade do fendmeno entre dois momentos dados.

Analisando o grdfico que descreve o movimento de um veiculo durante trés
horas, vemos que houve um imprevisto no caminho quando a velocidade teve que
cair para 10 km/h. Engarrafamento? problemas na estrada?

A andlise, mesmo visual de um grdfico transmite informagoes que devem
ser analisadas em profundidade para delas se tirar conclusées. Os métodos do
Cdlculo permitem esta andlise em profundidade.

3h = 150Km

Observagao: 3 Integral da fungdo taza-varia¢do

Os dois exemplos de funcao cujas integrais calculamos, eram funcdes que
mediam taxa de variagao

Esta relagdo entre taxa de variagdo e integral produz uma nova fungdo que
mede a quantidade total do fenémeno.

Figura 1.5: Arca nula, 4rea algebrica

Vamos ver um outro exemplo em que um novo fato se vai apresentar. Veja
a (fig. , 1.5) pagina 9. O grafico da fungao se compoe de dois triangulos. Num
deles a area é negativa, no outro a drea é positiva.
Exemplo: 3

Vamos verificar estes dois fatos: “drea positiva™ e “drea negativa™.

As integrais que calculamos até agora representam as dreas sob os grdficos
de fungdes nos casos em que estes graficos sao segmentos de retas. Areas de

trangulos ou trapésios. Na figura (fig. , 1.5), o grdfico se compée de dois
triangulos.

e Um triangulo em que a base vai de —3 até 0, e a altura é —1.5 e: Area:

(base) - (altura) 3 -(—1.5)

= =-22
2 2 0
e outro cuja base vai de 0 até 6 e a altura é 3. Area:
(base) - (altura)  (6)-3 9

2 2

Quer dizer que a quantidade do fendmeno entre —3 e 0 é negatiga, e a
quantidade do fenomeno entre O e 6 € positiva. Portanto a “quantidade total”do
fenémeno é

9—-2.25=6.75

Neste caso, “quantidade total”significa “drea algébrica”.



Exercicios: 2 Area algébrica

1. Leia no grdfico (fig. 1.4) a velocidade do mdvel no instante t = 13.

to
2. Verifique que hd um ponto to tal que [ V(t) =0 em que V(t) =05x%t ¢
=3
a fun¢do cujo grdfico se encontra na figura (fig. , 1.5). Calcule to.

3. Represente graficamente:

5

° f 3x+4
-3
4
[ ) fx
0
0
[ ) f T
4
8
3
. f4 — 3z
0
4. Calcule as integrais do item anterior.
5. péndulo Vamos descrever de forma intuitiva o movimento de um péndulo. Figura 1.6:
O exercicio consiste de acompanhar o texto abairo e conferir sua inter-
pretagdo com a a@dlise do grdfico,(fig. 1.6) pdgina 11. Ao final algumas e No instante ty, entretanto, ele voltou ao ponto inicial (ou quase ao
perguntas vdo verificar sua compreensgo do testo e do grdfico. ponto inicial) logo o movimento total do péndulo foi nulo. Conse-
quentemente as dreas
e O grdfico, (fig. 1.6), representa a curva de velocidade do péndulo, de (a) entre to et tfzv(t)
velocidade contra o tempo, como é dito nos livros de Fisica. ’ io
e O péndulo € solto e inicia um movimento em queda livre mo ins- b T t4V .
tante tg, V(o) = 0. Neste instante ele tem energia poténcial mdzima (b) entre ts e ta, t{ ()
(alguém o carregou até a altura em que ele se encontra). Sua velo- N . .
. - . ) . tém sinais contrdrios de modo que a soma delas seja nula.
cidade cresce, sob a¢io da gravidade, (perdendo energia potencial e
ganhando energia cinética, velocidade) até o instante t1,V (t1) = M; Quais das sequintes afirmagdes sdo verdadeiras:
o O péndulo atinge a altura mdzima novamente no instante to, V(t2) =
0, com energia potencial mdzima e energia cinética nula. t2 2 ta ty
. X o . a) [V(t)=[V(E) b) [V(E)=-[V(t)
e No instante t3 o péndulo atingiu, novamente, o ponto mais baixo de £ i £ i
sua trajetoria. Tem energia cinética mdrima V(t3) = M e ener- ts
o trajetoria. T 9 ! (ts) 4 ¢) fvie) = ) V(t) =0
gia potencial minima e comega a subir novamente, perdendo energia ;
sy . . 0
cinética e ganhando energia potencial. e) V(t1) =0 f)Vits) =0
e No instante t4 ele atinge novamente a altura mdzima com mdzimo )V (to) = h) V(ty) =0
de energia potencial e energia cinética zero V(t4) = 0. Vamos supor i) V(t3) >0 7)) Vi(ts) <0

que tenha acontecido assim, sob condi¢oes especiais, atrito quase nulo
no ponto de apoio e o péndulo dentro de uma redoma com ar muito
rarefeito, a altura final € quase mesma que a altura inicial, quando o
péndulo foi solto.

Algumas das dreas calculadas nos exercicios acima sdo negativas, outras
nulas. Por isto dizemos que a integral é uma drea algébrica. Vocé ainda verd
que as integrais podem representar volumes e outros tipos de medida.



Figura 1.7: A integral corresponde &4 4rea dos dois triangulos.

Vamos deduzir do préximo exemplo uma propriedade das integrais. Esta
propriedade tera que ser demonstrada em algum momento posterior.

Exemplo: 4 Uma propriedade das integrais.
-3
Qual seria o valor de [ V(t) em que V € a fun¢do cujo grdfico se encontra
6

representado na (fig. , 1.5) ¢

Veja que agora estamos dizendo que a base vai de 6 até —3. quer dizer que in-
vertemos a dire¢do de percurso em que vamos calcular a base. Temos os mesmos
dois triangulos do exemplo anterior. A diferenca: a base agora é considerada
em sentido reverso.

Veja o grdfico 1.7 na pdgina 12.

e Um tridngulo em que a base vai de 0 até —3, e a altura é—1.5 e: Area:

base = -3 — 0 = —3 : (base) X2 (altura) _ =3 X2(71A5) _ 225(124)

TV =48 =295 (1.25)
0

e outro cuja base vai de 6 até 0 e a altura € 3. Area:

b l —6 3
base =0 — 6 = —6 ; (Lase) X (oltura) _ (C6) X 3 _ g (1,26)

0
JvE)=-9 (1.27)
6
o A drea total serd entdo
—942.25=—-6.75

Vemos assim que

6

e [V=6T5
=3
-3

o [V=-6T5
6

Vimos neste exemplo a seguinte propriedade que devemos demonstrar pos-
teriormente, (um exemplo pode nao provar nada).

s
a b

Invertendo os limites de integragao troca-se o sinal da integral.
Uma outra propriedade se destaca deste exemplo:

o Temos [~3,6] : > Roety € [~3,6].

to
Podemos calcular [ V(¢)
=3

6
e Podemos calcular [V (t)

to

6
Podemos calcular [ V (¢)
23

6 to

e fvo=fve v

-3 to

Quer dizer que quebramos o célculo da integral em duas usando um ponto
intermedidrio to. Esta propriedade fica assim, em termos mais gerais:

e Temos V : [a,b] — R com c¢ € [a, b].

e Podemos calcular [V (¢)

a

b
e Podemos calcular [V (¢)

c



/bV(t) = /CV(t)+/bV(t)
/CV(t) /bV(t)+/cV(t)
a a b

O mais interessante é que o ponto ¢ da propriedade acima nao precisa ficar
dentro do intervalo. Veremos o porque disto quando formalizarmos a defini¢ao
de integral.

Estudamos a drea delimitada pelo gréfico de uma funcao e o eixo OX. Cal-
culamos a integral de fungdes “lineares”. Se soubessemos a “equag@o” daquelas
fungoes, parte do trabalho poderia ter sido mais facil. Vamos ver como seria
isto. Em lista futura faremos este trabalho de forma diferente.

Na proxima segdo vamos estudar geometricamente outro conceito e sua in-
terpretagao formal, o coeficiente angular instantaneo.

1.3 Retas, coeficiente angular e derivada

Vamos estudar um tipo particular de fungdo cujo gréfico é uma reta, um tipo particular
de curva que tem coeficiente angular constante. As fungdes deste tipo tém uma derivada
simples e vamos uséd-las para apresentar este conceito, de forma intuitiva, como fizemos com
a integral.

1.3.1 O coeficiente angular - derivada

O coeficiente angular instantaneo, a derivada, é outro método de andlise que o
Caélculo Diferencial e Integral oferece para possamos tirar informagoes finas de
um grafico ou de uma fungdo. Da mesma forma que a integral, mais a frente
voltaremos a discutir a derivada colocando-a num contexto mais formalizado.
Neste momento é a sua visao intuitiva que estamos apresentando.

O Célculo Diferencial e Integral se dedica a anélise de graficos que represen-
tem fungoes e estas guardam informagoes que foram colhidas da realidade que
nos envolve. Na construgdo das técnicas do Célculo precisamos usar fungoes
definidas algébricamente porque com elas podemos mais facilmente discutir as
propriedades da integral e da derivada que posteriormente vocé ird aplicar em
fungodes obtidas a partir de dados como é o caso dos gréficos (fig. 1.2) ou (fig.
1.4).

Esta é a razdo da Geometria Analitica, familiarid-lo com curvas definidas
algebricamente para que depois vocé possa entender, ou construir outros tipos
de curva para modelar os fenémenos com que estiver trabalhando.

Agora vamos discutir as retas e suas equagoes, e no Universo inteiro nao
existe uma unica reta, mas a discussao delas nos conduz em nossos primeiros
passos a compreender as curvas que constituem o Universo.

Retas sdo curvas que tem coeficiente angular constante, e claro, porisso
mesmo elas ndo existem, porque os coeficientes angulares mudam a todo ins-
tante.

Vamos mostrar que a

e equagao de uma reta pode ser da forma y = Az + B, em que A é o
coeficiente angular, e que

e 0o grafico de y = Az + B é uma reta.

E preciso salientar que coeficiente angular é um conceito relativo. Sempre
precisamos de referéncias, e quando fizamos algum referéncial (neste Universo
em rebolico ...) podemos entdo calcular disténcias, coeficientes angulares, velo-
cidades, etc... Aos poucos vocé verd que esta mobilidade toda apenas perturba
no inicio.

Observagao: 4 Funcdo escada de func¢do ndo linear

As fungoes-escada sao aprorimacioes de uma outra fungdo por pequenos sal-
tos constantes. Aceite esta visdo intuitiva como uma defini¢do. Vocé verd,
depois, uma definicdo mais precisa.

Vamos comparar os dois grdficos (fig. 1.8) e (fig. 1.9) em busca da in-
formagdo que possamos tirar associada ao coeficiente angular. Sdo duas curvas,
uma tem o coeficiente angular constante, a reta, e na outra o coeficiente angular
varia a todo instante, nao sendo uma reta.

Nos grificos (fig. 1.8), na pagina 16 e (fig. 1.9), na pdgina 17, vocé tem
dois exemplos de “fungdo-escada”.

Veja o que acontece quando consideramos a “funcao escada”associada a uma
funcao nao linear na (fig. 1.9), na pdgina 17. Os “patamares” da escada, num
caso, variam de tamanho (fungao nao linear) e no outro caso os “patamares”
tém sempre os mesmo tamanhos.

A diferenga entre as duas fungoes-escada, (fig. 1.9), na pdgina 17, e (fig.
1.8), na pdgina 16 se explica pelo coeficiente angular varidvel de uma fungdo
que nao seja linear.

Vamos nos fixar agora na fungdo “linear afim”.

Suponha que no gréfico, (fig. 1.8), a equagao seja y = g(z) = Az + B

A cada deslocamento Ax corresponde o mesmo acréscimo Ay. Vamos calcu-
lar o valor do acréscimo.

Observe a figura (fig. 1.10) pédgina 18, em que um retdngulo desliza com
uma das diagonais sobre uma reta. Em qualquer ponto em que o retdngulo se
encontre, a razéo entre os lados Az e Ay é a mesma. Os nomes que estamos,Ax
e Ay, usando fazem parte do jargdo da Matemadtica e significam “diferenga” (na



Figura 1.8: Fungio escada e a Fungio “Linear”.

Matemadtica) ou “deslocamento” (na Fisica). No eixo OX significa“diferenga’
enquanto que no eixo OY, Ay signfica “acréscimo”.

Definigao: 2 Diferenca e acréscimo
Dada uma fung¢ao y = g(x) denominamos uma varia¢ao no dominio de Ax
e designamos
Ay =Ag=g(a+ Az) —g(a)

de acréscimo de g no ponto x = a.

Se calcularmos a diferenga

Ay =g(z+ Az) —g(z) = A(x + Az) + B — (Az + B) = (1.28)
=Az+ AAx+ B - Az — B = AAx (1.29)

Ay tem o valor constante igual a AAx.

Se esta relagao for constante o grafico de g é uma reta. Se esta relagdo nao for
constante, o grafico de g ndo pode ser uma reta.

Para as retas ndo importa onde o “acrescimo” esteja sendo calculado, ele é
obtido por relacdo constante com o “diferenca Azx.

Para as curvas nao retas o valor do “acrescimo” pode mudar de ponto para
ponto.

Figura 1.9: Funcao escada associada a uma fungio nio linear.

Exercicios: 3 1. Considere g(x) = Az + B. Verifique que se Ax = 3Ay,
entio A = %

2. Considere g(x) = Az + B. Verifique que Ay = AAzx para qualquer deslo-
camento Ax.

3. Uma reta qualquer ndo paralela a OY

(a) Verifique, por semelhanca de tridngulos, que para qualquer reta que
ndo seja paralela ao eixo OY a relagao entre Ay e Az € da forma
Ay = AAz, em que A € uma constante tipica da reta.

(b) Identifique esta constante usando um tridngulo retingulo que tenha

a hipotenusa sobre a reta e os catetos paralelos aos eizos. Observe
que A € a tangente de um dos dngulos deste triangulo.

4. Escreva o texto do teorema que nés demonstramos no exercicio anterior.

5. Deduza que a equagdo de uma reta que ndo seja paralela ao eixo OY € da
forma y = Ax + B.

6. Considere no plano uma reta que designaremos por horizontal e a chama-
remos de “eizo OX 7. Considere uma reta perpendicular ¢ reta horizontal,
chame-a de “eizo OY ”. Oriente estas retas nela marcando os nimeros
reais considerando o ponto de interse¢do entre elas como sendo o zero co-
mum a ambas. Marque no plano os pares de pontos abaizo e determine a
equagdo das retas que eles determinam:



Figura 1.10: A razao fixa entre Az e Ay

a) (-3,2),(4,-3) b)(-3,-2),(4,-3)
c) (3,2),(4,-3) d)(3,-2), (4,-3).

O teorema demonstrado num exercicio acima é:

Teorema: | 1 Um invariante tipico das retas

Em uma reta qualquer, que nao seja parelala ao eizo OY , dados tres pontos
quaisquer (o, Yo), (¥1, Y1), (T2,y2) se tem:

Y2 — Yo _%: vi—y _ Ay

T2 — X Az r1 — 2o Az’
esta propor¢do, € o invariante tipico da reta chamado coeficiente angular .
A reciproca do teorema demonstrado diz que toda reta tem por equacio uma

do tipo y — yo = A(z — xp) exceto num caso, quando a reta for paralela ao eixo
OY, guarde esta excegdo em sua memoria para discutirmos depois.

2 Fquagao da reta

Numa reta qualquer, que ndo seja paralela ao eizo OY , um ponto arbitrdrio
(z,y) satisfaz a equagdo:

y—yo=A(x—mz) =
y—yo=Ax — Axg =
y=Ar —Axo+y=y=Ax+ B ;B =yy — Axg

.' Se tivermos dois pontos (o, yo), (x1,y1) determinando uma reta, basta partirmos

da propor¢ao que € a tese mo teorema anterior:

y2—vyo _ Ay _y1—vo _ AY

xo — TQ Ax x1 — X0 Ax’

nela substituindo (z2,y2) por (z,y) para obtermos:

Y — Yo 7147&:91—90

T — T0 T Az T1 — T

donde deduzimos

Se y = g(x) “for uma reta”’o coeficiente angular é constante, quer dizer que

y—yo=Ax —xz0) =y = Az — Azo +yo = g(x) = Az + B

gl + Az) — g(x)

A = A.

Esta expressao vale para qualquer x e para qualquer k.
Aqui vamos completar a nossa introdugao sobre as retas e suas equagdes.
Discutimos a equagao da reta chegando a conclusao de que

e Se uma fungdo tiver por equacao y = g(z) = Az + B entao o seu grafico
é uma reta com coeficiente angular A, e, reciprocamente,

e se uma funcao, [a,b] : LR tiver por grafico uma reta, entao a equagao
desta reta é da forma y = g(z) = Az + B.

O coeficiente angular é uma entidade geométrica, como a area. O que difere
uma reta, de uma curva qualquer, como o grafico da funcao na (fig. 1.1), na
pégina 2, é o coeficiente angular.

Definicao: 3 Reta Uma reta é uma curva que tem coeficiente angular cons-
tante.

Mas, podemos falar do coeficiente angular de uma curva como na (fig.1.1),
na péagina 2 7 Veja a resposta sugerida nos gréficos (fig. 1.12), pdgina 21 e (fig.
1.13) na pégina 22.

Equagao da reta

O par de teorema anunciados acima estabelecem que uma reta tem por equagao
uma expressao do primeiro grau. Isto ndo é toda a verdade, uma vez que uma
excegao ficou estabelecida.

Vamos rapidamente estabelecer toda a verdade.

Se uma reta nao for paralela ao eixo OY os dois teoremas dizem tudo, e
vamos apenas chamar sua atencao para o formato das equagoes obtidas:

o y—yo = A(xr — xp) é uma forma da equagao que salienta que a reta passa
no ponto (zg,yo) e tem coeficiente angular A.



e A equacdo anterior pode ser transformada para assumir o aspecto y =
Ax 4+ B em que B = yo — Azy. Neste formato se pde em evidéncia o
coeficiente angular A e o coeficiente linear B que é o ponto em
que a reta corta OY.

Veja na figura (fig. 1.11) pagina 20, o significado destas duas equagoes.

Figura 1.11: Duas formas da equagio reta. A reta nao é paralela ao OY’

Se a reta for paralela ao eixo OY entao ela corta o eixo OX em um ponto
r = a. Esta serd a equacdo da reta neste caso. Mais a frente, neste capitulo, vol-
taremos a discutir as reta junto com outras curvas importantes para o Céalculo.

A figura (fig. 1.12), pdgina 21, mostra o grafico simultdneo de uma fungéo f e
de retas tangentes ao gréfico de f nos pontos (—6.5, f(—6.5)) e (—4.7, f(—4.7)).

Como ja sabemos calcular o coeficiente angular de uma reta, podemos agora
calcular o coeficiente angular instantineo de uma curva num ponto escolhido da
mesma. Como fazer isto?

O significado de reta tangente representa a saida para esta questdo. Um
exemplo bem conhecido nos vai deixar isto mais claro:

Exemplo: 5 A pedra e o corddo que se quebra.

Considere um corddo “podre” com o qual vocé amarra uma pedra ndo muito
pesada. Agora rode a pedra presa ao corddo e vd aumentando sucessivamente
a velocidade angular. Como o cordao estd podre, ao ser atingida uma certa

Figura 1.12: Uma fungdo com tangentes em (—6.5, f(—6.5)) e em (—4.7, f(—4.7)).

velocidade, a forga centrifuga (que horror! que os fisicos nao nos leiam...), o
corddo vai se romper e ... a pedra parte pela tangente. Ver figura 1.13 na pdgina
22.

Que licao podemos tirar desta experiéncia? Vdrias, uma delas que € perigoso
usar corddes podres... Mas o que nos interessa aqui € o fato fisico. Podemos
dizer que a pedra “memorizou” o coeficiente angular instantdneo que o seu mo-
vimento tinha, ao se quebrar o corddo, e sequiu seu caminho ao longo de uma
reta com este coeficiente angular. Mas, devido a forca da gravidade, ela optou
seguir por uma pardbola e ndo por uma reta.

Do exemplo se conclue que podemos calcular o coeficiente angular instantaneo
de uma curva usando a reta tangente no ponto desejado.
Vejamos um outro exemplo usando o grafico (fig. 1.12), pdgina 21.

Exemplo: 6 Faiza de irradiagdo

Suponha que a curva “graf(f)” na figura (fig. 1.12), represente o caminho
percorrido por um canhdo de particulas de alta intensidade energética e que
0 obturador do canhao se abre quando t = —6.5 e se fecha quando t = —4.7.
Qual € drea potencialmente irradiada pelo feixe de particulas emitido pelo canhdo
durante o tempo em que o obturador estiver aberto?

A resposta a esta pergunta corresponde a uma regidgo delimitada pelas duas
semi-retas tangentes nos pontos (—6.5, f(—6)), (—4.7, f(—4,7)).

Ezxperimente “hachuriar” esta regiao no desenho.



Figura 1.13: Um pedra em rotagio que sai pela tangente.

Podemos tornar o problema ainda mais interessante se acrescentarmos mais
hipdteses. Por exemplo, incluindo o raio de periculosidade de agao do feixe
de particulas. Isto corresponderia a tracar circulos, centrados nos pontos de
tangéncia determinando as regioes atingidas pela emissao com a intensidade de
um percentual determinado.

Este exemplo mostra, de um lado, a limitagdo da andlise que um matemdtico
pode fazer sozinho, sem o apoio de um especialista em irradi¢oes. Por outro
lado mostra também a importancia do trabalho interdisciplinar na solu¢do de
problemas.

O coeficiente angular instantaneo é derivada da curva no ponto em que ele
for calculado (ou medido). Quer dizer que o coeficiente angular da reta tangente
é a derivada da fungao tangenciada no ponto de tangéncia.

Neste momento somente sabemos calcular as derivadas das retas que é exa-
tamente o coeficiente angular invariante que elas tém. A derivada é o outro
método do Célculo que estudaremos aqui neste livro.

Exercicios: 4 Grdficos e integrais.

1. Na descri¢ao que fizemos acima da regido irradiada por um canhdo de
particulas, veja a (fig. 1.12), tem um erro (na figura e na descri¢ao).
A regido irradiada ndo esta exatamente delimitada pelas semi-retas tan-
gentes. Corrija o erro na descri¢do indique qual é exatamente a regido
irradiada.

2. Trace os grdficos das equagoes:

fi@) =3z+1 | fof(@) =22+1 ]| fs@)=x+1
fal@)=Bx+1] fs(@)=-22+1 | fof(x)=—a+1

3. Desenhe a reta com coeficiente angular m

m € {-2,-1,0,1,2}.
4
4. Calcule [ fi(s) com fi(s) =3s+1
3
0
5. Caleule [ fi(s) com fi(s) =3s+1
3

4
6. Calcule [ fi(s) com fi(s) =3s+1
0

7. Verifique a propriedade
c c b
S = bff(t) + /1)

b a
8. Verifique a propriedade [ f(t) = — [ f(t) com as fung¢des definidas acima.
a b

9. Trace o grdfico da pardbola y = f(x) = (v — 3)% — 4.
(a) Trace as retas tangentes ao grdfico de f nos pontos (2,—3) e no ponto
(4,-3).

(b) Estas retas se encontram num terceiro ponto, determine este ponto,
(use as informagoes heuristicas que vocé tiver).

(c) Que diferencas vocé pode encontrar entre as duas retas?

(d) Calcule os coeficientes angulares das duas retas e confronte com suas
conclusoes anteriores.

O nosso objetivo aqui é apresentar as conicas de uma forma semelhante
voltada para os objetivos do Célculo. Assim, a “equagdo’da reta, que é uma
expressao da forma

Az +By+C=0

nds vamos escrevé-a sempre no formato

B##0=y—b=m(z—a) (1.30)
B=0=2z-a=0 (1.31)

A primeira forma, y — b = m(z — a) salienta dois aspectos essenciais para
noés



e o ponto (a,b) por onde a reta passa e
e o coeficiente angular, m.

Logo vamos ver que o coeficiente angular, m, é a derivada da fungao definida
por esta equagao.

Vocé vai ver que todas as conicas podem ser escritas com um formato que
lembra este, caracterizando sempre um ponto importante para o grafico da curva
em consideracdo além de algum outro aspecto também significativo.

E importante rapidamente saber identificar a reta que corresponde a uma
equacao

y—b=m(z—a)

assim como saber re-escrever uma equagao dada no formato

Az +By+C=0

para salientar o ponto em que a reta passa e o seu coeficiente angular. Os
préximos exercicios devem levé-lo a pratica destas transformacoes.

Exercicios: 5 Reta e coeficiente angular

1. coeficiente angular Escreva as equagdes sequintes evidenciando um ponto
por onde a Teta passa e seu coeficiente angular.

1)3x+2y—9=0 2)-3x+2y+9=0
3)3r—2y—9=0 4)3x=2y—9

2. Faga o grifico de cada uma das retas do item anterior
3. Para cada uma das equagdes do item 1, obtenha a equagdo no formato
y—b=m(z —4)

e justifique porque qualquer reta daquele tipo passa no ponto (a,b). Seria
possivel resolver a questdo também impondo um valor para b?

4. Justifique: se B =0 em
Az +By+C=0
entdo ndo podemos obter uma equacao da forma

y—b=m(z —a)

Figura 1.14: y=m(z —a)+b; m=2; P = (2,3). Com o gréfico da primeira bissetriz
para comparar

5. Verifique quais dos pontos
1
(a7 b) € {(37 _2)7 (_37 2)7 (37 2)7 (37 5)7 (0'57 _g): (_47 7)}
pertence a reta de equagdo 2x + 3y = 0.
6. Verifique quais dos pontos
(CL, b) € {(735 2)7 (37 2)7 (07 2)7 (37 0)7 (747 7)}

satisfazem a equagdo 2x — 3y = T.

7. Expresse, usando as varidveis g e f a frase sequinte sob forma de equagdo:
“sempre que a gasolina sobe o preco do feijao no mercado sobre na mesma



Figura 1.15: y:m(zfa)qtb;m:f% ; P=1(2,3)

propor¢do”. Podemos concluir que “feijdo”e “gasolina”satisfazem a equagdo

da reta?

8. Manipule a equagdo 3z + 4y + 7 = 0 para determinar o ponto (0,b) em
que esta reta passa. Observe que o resultado € inico porque a reta corta o
eizo OY em um sé ponto.

9. Manipule a equagdao 3x + 4y + 7 = 0 para determinar o ponto (a,0) em
que esta reta passa. O resultado € unico porque a reta corta o eizo OX
em um s6 ponto.

10. Determinacdo de um ponto da reta

(a) Escreva a equagdo 3z + 4y + 7 = 0 para encontrar o ponto (3,b) em
que esta reta passe.

(b) Escreva a equagdo 3x + 4y + 7 = 0 para encontrar o ponto (a,5) em
que esta reta passe.

(¢) Escolha um valor para a e manipule a equagao 3z + 4y + 7 =0 para
encontrar o ponto (a,b) em que esta reta passe.

(d) Justifiqgue por que hd wma infinidade de pontos (a,b) em que a reta
3r 4+ 4y + 7 = 0 passa, entretanto, em todos os casos 0s pardmetros
A, B serdo sempre 0os mesmos. Enuncie o azioma da Geometria Ecli-
diana que rege esta questao.

11. Deduza da questao anterior a “quantidade de condig¢oes para determinar
uma reta”.

12. Trace o grdfico da reta que passa no ponto (2,3) e que tenha coeficiente angular
m, com

m e {~2,-1,0.5,0,0.5,1,2}

Ver figura 1.16 na pdgina 28.
18. Trace o grdfico de

(a) 3x +2y—3=0
(b)) x—y—4=0
(c) y—xz—4=0

Vamos usar a equagao da reta na forma y = m(z — a) + b. Vantagens: veja

que quando escolhermos z = a teremos o valor y = b e portanto esta formula
é 6tima para o caso em que se pede “grafico da reta que passa no ponto (a,b)
com coeficiente angular “m.”

A figura (fig. 1.16), pagina 28 mostra diversas retas com distintos coeficientes

angulares m variando de —2 a 2 com passo 0.5 como se pede no exercicio 12.

1.4 Equacgao do circulo

A definigao de circulo® é lugar geométrico dos pontos do plano que ficam equidistantes de um
ponto P chamado centro. Quer dizer que circulos ficam caracterizados por duas informagoes

e oraiore

e o ponto P, chamado centro.

“tem gente que insiste numa diferenca entre circulo e circunferéncia, Vamos ignorar este
detalhe linguistico.




Figura 1.16: Diversas retas com distintos coeficientes angulares, passando todas na origem.

Notacgao: C(P,r) vai designar neste livro o circulo de centro no ponto P e
raio r. Por exemplo

Por exemplo, ((2,3),4) designa o circulo com centro no ponto P = (2,3) e
raio r = 4.

Se um ponto qualquer do circulo tiver coordenadas (z,y) e o centro for
designado por P = (a,b) a distancia r se calcula com Teorema de Pitdgoras:

r2=(zx—a)*+ (y - b
Veja a figura (fig. 1.17) na pégina 29.

Desta forma temos a equagao do circulo evidenciado o raio r e o centro (a, b).
Se expandirmos esta equacao vamos encontrar as seguintes variantes para ela:

Figura 1.17: Distancia entre dois pontos, d(P, Q)

O circulo C((a,b),r)

(x—a)?+(y—0b2-r2=0 (1.32)

2?2 —2ax +a?+y? -2z + b —12=0 (1.33)

22 —2ax +y? —2by + [a? + 0% —1?] =0 (1.34)

2 +y? + Az +By+C=0 (1.35)

com A=-2a; B=-2b; C=[a?+b?—r? (1.36)
(1.37)

Veja na figura (fig. 1.18) na pégina 30, o grafico do C((a,b),r).
Muitos exercicios ou problemas envolvem a habilidade de partir da tltima
equagao para chegar a primeira:

22+’ + Az +By+C=0— (z—a)’>+ (y — b)*> =12
na qual se tem evidenciados centro e raio. Outro problema comum consiste em
verificar se a equagao

224+ +Az+By+C=0

é a equacao de um circulo testando A, B, C. Portanto considere como um exercicio
entender a sequéncia de contas feitas acima e comprender que a letra C' com-
pacta o valor (a? +b? —r?), que A = —2a, B= —2b:



Figura 1.18: Circulo de centro (a,b) e raior r.

Observagao: 5 Testando a equagdo 1.37. Observe que uma equagdo, para
representar circulo, tem que ter os coeficientes de x2 e de y? idénticos. Também

o numero
C—(a® +b%) = —r?
ver equacao 1.37, tem que ser negativo pois vale
—r2

Como
—r2<0

entdo uma outra forma de testar se uma expressio do tipo
22492+ Az +By+C=0
€ a equagao de um circulo, consiste em:
e Determinar a,b a partir de A, B;
e C—a’—b0*<0 <= C<a*+¥
Exercicios: 6 Equacdo do Circulo
1. Encontre as condi¢des sobre A, B,C para que a equagdo
2> +y*+Ar+By+C=0

seja a equagao de um circulo.

10.

11.

. Escreva as equagoes do circulos indicados abaizo

C((_L 1)7 1))70((17 1)7 1))7C((1’ _1)7 1))
C((_Qv 1)7 2))76((27 2)7 3))7(:((37 _1)7 4))

. Trace o gridfico dos circulos dados pela equagdes:

(a) 2% —62+9+1y?+2y+4=16
(b) 2% —dx +y* +2y=—1

. Verifique se as equagdes abairo representam circulos:

(a) 32> + 22 —T+5y>+3y—7=0
(b) 22 —6x +4y +15=0
(c) 22 —4x+6y+9=0

. Trace um circulo de raio 3 e de centro no ponto (-2,4), C((—2,4),3)).

Escreva sua equagao.

. Encontre as equagdo das retas que passam no centro do circulo C((—2,4), 3))

e pelas intersegoes deste circulo com o eizo OY.

. Encontre os pontos de interse¢ao dos circulos C((—2,3),4)) e C((2,3),2)).

Hachurie a regigo do plano delimitada pelos dois circulos e encontre um
meio para calcular a sua drea.

. Determine a equagdo da reta que passa na interse¢ao dos circulosC((2,3),2))

e C((-2,3),4)).

. Equagao dos circulos: C((—1,1),1)),C((1,1),1)),C((1,-1),1))

Trace o grdfico de (se houver alguma impossibilidade, justifique-a,).
(a) 3x —2y—5=0
(b) 3z +2y—5=0
(c) =3z +2y—5=0
(d) 22® — 122+ 18 + 2y®> + 4y + 8 = 16
(e) 3% — 122 + 3y + 3y+ = -3
famdlia de circulos

(a) Faga os grdficos de alguns circulos da familia: circulos de raio 3 com
centro na reta que determinada pelo pontos

(—2,4)e(2,4).

Calcule a equacdo de um elemento genérico desta familia.



elipse
— == =
- - “=
/(\ — =, &
! - - - circulo
|
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- a diretriz

Figura 1.19: Circulo e elipse

(b) Faga os grdficos de alguns circulos da famdlia: circulos de raio r e
centro na reta que passa em (—2,4) 3 (2,4).
Calcule a equagdo de um elemento genérico desta familia.

(¢) Faga os grificos de alguns circulos da familia: circulos de raio a e de
centro no pontos da reta que passa em

(—2,4)e(2,4).

Calcule a equagcdo de um elemento genérico desta familia.

(d) Faga os grdficos de alguns circulos da familia: circulos de raio a e de
centro no pontos da parabola que passa em

(_27 4)> (07 _2)1 (27 4)
Calcule a equagdo de um elemento genérico desta familia.

Observagéo: 6 Visdo geométrica no cone de duas folhas

Quando um plano corta um cone de duas folhas com uma inclinagao tal que intercepta
duas geratrizes o resultado do corte é uma elipse ou um circulo. Serd um circulo se cortar
perpendicularmente a diretriz.

Veja na figura (fig. 1.19) na pdgina 32 um cone de duas folhas cortado por um plano que
intercepta as duas geratrizes.

1.5 Parabolas.

As pardbolas tem uma definicdo geométrica importante para as comunicagoes: os sinais dos
satélites de comunicagdo chegam ao solo “quase” numa mesma diregdo relativamente a uma
grande drea onde se encontram as antenas parabdlicas, poristo elas estdo quase todas com
um mesmo direcionamento: com o eixo central colocado paralelamente a dire¢do de emissao
dos sinais.

Claro, faz bem pensar que os sinais de comunicagoes chegam como feixes
de retas paralelas..., ndo é verdade, mas dé certo, porque o erro é pequeno.
Aqui temos um exemplo de aprorimac¢do que é uma idéia com que estaremos
o tempo lidando neste livro. Tente acompanhar com um grafico. As antenas
séo colocadas com o eixo na diregao dos satélites de modo que a emissdo venha
paralelamente ao eixo e se choque com a parede da antena.

Por uma lei de reflexao da Fisica, o angulo de reflexdo do sinal com a tangente
a pardbola, (leia antena), é igual ao dngulo de refragao, (o angulo antes e depois
da colisdo é 0 mesmo).

Quando estudarmos derivadas poderemos resolver estas questoes recupe-
rando o significado geométrico das pardbolas. Agora uma pardbola serd uma

equagao da forma
y—b= Az —a)’.

Como dissemos anteriormente, estamos descrevendo as conicas de forma se-
melhante. Sempre ird aparecer um ponto

P = (a,b)
representando uma caracteristica fundamental de cada conica. Observe que,
r=a=—y=2>b

e portanto o ponto P = (a,b) pertence ao gréfico da pardbola.

Desta forma, como no caso do circulo ou da reta, o ponto P = (a,b) repre-
senta uma translagdo com que podemos obter o grafico da parabola a partir de
uma “parabola padrao”.

e Pardbola padrio y = 22
e g é uma translacdo no eixo OX e

e b é uma translacdo no eixo OY.

A equacio
y—b=(r—a)?
representa uma curva que passa no ponto (a,b). Experimente fazendo z := a
para ver que y = b.




Figura 1.20: Esta pardbola nao corta OX.

Tomando y := 0 nesta expressao caimos numa equac¢do do sequndo grau:

(r—a)?’=-b = z=a+-b (1.38)
1 = a+v/—b (1.39)
Ta=a—+/—b (1.40)

e portanto se —b for positivo teremos duas raizes reais. Na figura (fig. 1.20),
pagina 34, vocé pode ver o caso em que —b é negativo e a parabola nao corta
o eixo OX, quer dizer que a equagao do segundo grau correspondente nao tem
raizes reais. Na figura (fig. 1.21), pdgina 35, vocé pode ver o caso em que —b é
positivo e a pardbola corta o eixo OX em dois pontos diferentes.

Claro, se intercambiarmos z,y ainda teremos parabolas:
v—a=(y—b)?

veja os graficos (fig. 1.22),(fig. 1.23) respectivamente as pdginas 36 e 37

No nosso método, partimos de dois tipos de parabola-padrao:

y—b=(x—a)> ouz—a=(y—0b)>

Figura 1.21: Esta parabola tem raizes reais.

para entender todas as demais. Em ambos os caso temos uma equagao de uma
curva que passa pelo ponto (a,b). Verifique isto.

Como as pardbolas que se podem deduzir de z — a = (y — b)? sdo apenas
“intercambio das varidveis”, vamos despresar este caso no restante da discussao.

Exemplo: 7 A técnica da completacao do quadrado

Consideremos uma equagio como f(x) = Az?+ Bz + C cujo grdfico deseja-
mos desenhar. Vamos mostrar como podemos reduzir esta questdo as técnicas
descritas acima, isto é colocar esta equac@o no formato y — b= A(x — a)?

Um exemplo numérico pode preceder os cdlculos formais:

f(z)=2*+32+6
fl@)y=a?+23z+2-5+6

fa)=(@+3)"+ 7

y— 5 =(+3)?

Formalmente os cdlculos seriam:



Figura 1.22: Esta parabola nao corta OY.

b= @+ +[G - ()] (1.47)
Y= @+ (EP+I§ - (£ (1.48)
y=A@+(E)?+0- 5 (1.49)

Se considerarmos y = 0 na ultima linha, poderemos recuperar a chamada
formula de Bascara:

y=A@z+(Z)*+C-E =0 (1.50)
Alw+ (&) = B2 — 0 = B2440 (1.51)
(@ + (&) = Boapc (1.52)

z+ (L) = tsqrt BZL;IQAC (1.53)

T+ (L) = B A0 (1.54)

v =g + 2/EIAC (1.55)

g = =B£VBT-4AC (1.56)

Exercicios: 7 Pardbolas e suas equacies
1. Observe as simétrias e o sinal da equacdo y = x2, e trace o seu grdfico.

2. Deduza por translagdes adequadas os grificos das pardbolas:

Figura 1.23: Esta parabola corta OY.

(a) Trace o grdfico da pardbola y = (z — 3)2.
(b) Trace o grdfico da pardbola y = (x + 4).
(c) Trace o grdfico da pardbola y — 2 = (z + 4)2.
3. Observe as simétrias e o sinal da equagdo x = y%, e trace o seu grifico.
. Deduza por translag¢oes adequadas os grdficos das pardbolas:
4 P ¢ q g P
(a) Trace o grdfico da pardbola x = (y — 3).
(b) Trace o grdfico da pardbola x = (y + 4).
(c) Trace o grdfico da pardbola v — 2 = (y + 4)2.

5. Completando os quadrados reduza as equagdes sequintes ao formato y—b =
(x —a)? e trace seus grdficos. Ver o exemplo 7, na pdgina 35.

(a) Trace o grdfico da pardbola y = x° + 4z + 4.
(b) Trace o grdfico da pardbola y = x% + 4x + 6.
¢) Trace o grdfico da pardbola y = —x% — 4z — 6.
(c) g P y
d) Trace o grdfico da pardbola y = x? + 4x + 2.
g Y
e) Trace o grdfico da pardbola y = x? + 4x + 16.
(e) g P Y
Trace o grdfico da pardbola y = —x? — 4z — 16.
() g P y



6. Completando os quadrados reduza as equagdes sequintes ao formato x—a =
(y — b)? e trace seus grdficos.
(a) Trace o grdfico da pardbola x = y? + 4y — 4.
(b) Trace o grdfico da pardbola x = y* + 4y + 16.
(c) Trace o grdfico da pardbola x = —y? — 4y — 16.
(d) Trace o grifico da pardbola © = y? + 4y + 12.
7. Completando os quadrados reduza as equacdes sequintes ao formato r—a =
(y — b)? e trace seus grificos.
(a) Trace o grdfico da pardbola 2y = x% + 4x — 4.
race o grafico da paravolta 3x = y* + 4y + 16.
b) T ifico d ibola 3 2+ 4y + 16
(¢c) Trace o grdfico da pardbola y/2 = —z* — 4z — 16.
(d) Trace o grdfico da pardbola 4 = y? + 4y + 12.

8. Encontre os pontos de intersecdo dos grdficos das pardbolas y = x2+4x+2
ey =a?—4x+2.

9. Hachurie a regidgo delimitada pelas pardbolas do item anterior. Esta regido

“z

tem “drea”? Se tiver encontre um valor aproximado para a mesma.

1.6 As coOnicas

Ja estamos falando de conicas ha algum tempo: retas e circulos. Agora vamos
falar da origem geométrica destas curvas.

As cdnicas tem um valor histdrico: as érbitas dos planetas sdo aparentemente
elipticas. Elas tem também um outro valor natural, por um capricho da Natu-
reza, circulos e esferas representam o equilibrio das forgas e as retas, que sao
circulos degenerados, também representam este equilibrio. Fora do equilibrio
tudo ¢ elipse, pardbola ou hipébole, dependendo de pequenas variagGes sobre
as condigoes. E o que nao for reta, circulo, elipse, pardbola ou hipérbole pode
ser aproximado por uma dessas curvas...

Continuando a Natureza em seus caprichos, as conicas surgem como as segoes
planas de um cone de duas folhas, como as figuras finais deste capitulo pre-
tendem mostrar.

Vamos ver como transformar cénicas em outras conicas e as conseqiiéncias
dessas transformagoes sobre as equagdes. Mas o nosso objetivo aqui é mo-
desto, queremos apenas construir os métodos necessarios ao Célculo.

As curvas que estamos estudando neste capitulo, as conicas, tém uma origem
geométrica interessante. Fora a ligagdo destas curvas com os fenémenos da
natureza, existe uma ligagao delas com um objeto geométrico, o cone de duas
folhas.

Vocé pode construir um cone de duas folhas, formado de dois cones seme-
lhantes que se opoem pelo vértice. Outra forma de obter cones pode ser descrita
pelo seguinte “algoritmo”:

1. considerar dois triangulos isésceles semelhantes e opostos pelos vértices;

Figura 1.24: Circulo ou elipse

extender ambos os tridngulos indefinidamente na diregdo da bissetriz r do
angulo formado pelos lados iguais, obtendo assim a regido P formada de
duas “regides angulares opostas pelo vértice”;

considerar a bissetriz r como um eixo de rotacao e rodar a regiao P em
torno de r gerando assim uma superficie pela revolugao dos lados da regiao
angularP

Veja, por exemplo, (fig. 1.25) pdgina 40, e cortar-lo com planos, os resultados
serdo circulos, elipses, pardbolas ou hipérboles dependendo de como a segao for

feita:

circulos se o plano for perpendicular ao eixo do cone. Ver (fig. 1.24)
pagina 39.
elipses se o plano nao for perpendicular ao eixo do cone, mas tenha in-

clinagdo menor do que as diretrizes do cone. Ver (fig. 1.24) péagina 39.

parabola se o plano tiver exatamente a inclinagdo de uma das diretrizes.

Ver (fig. 1.25) pégina 40.

hipérbole se o plano tiver uma inclinacao que fique entre as inclinagoes de
duas diretrizes opostas. Ver (fig. 1.26) pégina 41.

Vocé pode construir cones de duas folhas com papel e experimentar estes
quatro casos para ver o resultado geométricamente. Nao é nada facil fazer

isto..



Figura 1.25: Parédbola, segio cénica

Menos 6bvia é a passagem do geométrico para o algébrico e vice-versa. O
caso mais simples é o do circulo, porque os cones sao construidos por rotagao
de uma reta em torno de um eixo, logo, se os cortarmos, perpendicularmente ao
eixo, por um plano, o resultado serd um circulo. Para entender os outros trés
casos é preciso mais trabalho e nao discutiremos este tépico geométrico aqui.
Nos limitaremos a esta observacao.

1.6.1 A hipérbole

Vamos continuar no plano e definir, algébricamente, como fizemos nos outros
casos, o que é uma hipérbole.
Considere a equagao do circulo e a transformacao:

=02+ @x-a?=r* - (y-b?—(x—a)=r?
uma troca de sinal no termo em z2.

Se explicitarmos a varidvel y teremos:
(y—02=r’+@x—-a)? = y=+/r2+@—-a)2+>
duas fungoes,
y=filz)=b+r2+(x—a)?; y=fa(z)=b—/r?+ (z —a)?

Observe que nao hinteresse em considerarmos r < (0 uma vez que sempre o
vamos considerar r ao quadrado. Vamos simplificar a discussao considerando
r>0

Figura 1.26: Hipérbole

. O dominio, relativamente ao eixo OX desta equacdo é a reta inteira por-

que sempre
P24 (z—a)?>0

entdo o grafico se compde de duas fungées definidas para todos os valores
de z € R. Dizemos que o gréfico se compoes de dois ramos, o grafico de
cada uma das fungoes é um dos ramos.

y=h@) =b+ /T @0 (L57)
y= fa(x) =b—+/T%+ (x — a)? (1.58)

. O ponto £ = a é um ponto de simetria. Os valores de f1, fo se repetem a

direita e a esquerda de x = a. No ponto x = a temos

y=fila)=b+r (1.59)
y = fala) =b—r (1.60)

. Tem sentido considerarmos r = 0 neste caso

y=b++/(r—a)?=b+|z—a| (1.61)
y=b—+/(r—a)2=b— |z —q| (1.62)

o grafico se compde de y = b=+ |z — a|. Faga o gréfico para acompanhar o
raciocinio. Este grafico serd importante no resto da discusss@o. As duas
que vocé deve ter obtido se chamam assintotas da hipérbole.



4. as assintotas Do exposto acima ha duas retas que é importante desenhar
para a construgao deste grafico:

y=b;r=a

a primeira separa os dois ramos da hipérbole e a outra é o eixo de simetria
da hipérbole. Veja o grafico feito & mao na figura (fig. 1.27) pdgina 42,

Figura 1.27:

5. O efeito de b:

e Se b = 0 deduzimos, para cada valor de x, correspondem dois valores
simétricos de y, temos, pois, um gréfico formado por duas curvas
simétricas em relagdo ao eixo OX.

e Seb#0

Os dois pontos (a,b+ 1), (a,b — r) pertencem ao grafico e determinam cada
um dos dois ramos da hipérbole. Como os ramos sdo simétricos, basta nos
preocuparmos com a determinacao de um deles, deduzindo o outro por simétria.
O gréfico das assintotas dirige a construgao geral do grafico, como nao podia
deixar de ser, é o signficado destas retas, quando r = 0

y==x(x—a)?==x|z—al

Faga o seu grafico. Corresponde a cortar o cone de duas folhas passando um
plano pela origem e paralelo a uma das diretrizes. A figura mostra dois ramos
de mdédulo simétricos relativamente a reta x = a.

Exercicios: 8 Construcdo geométrica de uma hipérbole Material necessdrio:
régua e compasso. Acompanhe com um grdfico o raciocinio que faremos que o
conduzird a construcao geométrica da hipérbole.

1.

Tome um ponto arbitrdrio em uma destas retas e determine sua projecao
(z,0) sobre OX.

Veja que que \/r2 + (x — a)? é a distancia desta projegao até o ponto (a,r)
ou até (a,—r).
Conclua que se, com um compasso, transferirmos a distancia

r2+ (z —a)?

para o ponto (x,0) levantando ali um segmento de reta perpendicular
ao OX com este comprimento, vamos encontrar o ponto (x,y) sobre a
hipérbole.

O ponto correspondente sobre o outro ramo da hipérbole serd obtido se di-
rigirmos o segmento de reta perpendicularmente ao OX no outro sentido.

O caso em que b # 0. Se b # 0 entdo os dois ramos do grafico passam nos
pontos (a,r+b), (a,—r +b). Conclua que grdfico todo, construido no item
anterior, deverd ser translatado, paralelamente ao eixo OY de b.

Faga alguns exemplos com r € {0,0.1,0.2,0.5,1} para concluir que, quanto
magor for r menos “bicudos” ficardo os dois ramos em cima da reta de
simétria x = a. Posteriormente, com derivadas, se pode mostrar que se
r # 0 os ramos tem uma reta tangente no ponto (a,r). Veja os grdficos
correspondentes na figura 1.28 pagina 44.

Definigao: 4 Vértices e diretriz da hipérbole

Os dois pontos (a, £r) se chamam vértices da hipébole e a reta de simétria,
x = a se chama diretriz da hipérbole. indexhipérbole!diretriz
Se fizermos uma rotagdo de § no grdfico de (y —b) — (z — a)
equivale a

2 =12 jsto

e Considerar a nova diretriz y = a.
o Os vértices passam a ser (a,=r).

e A equagdo, consequentemente serd

(@=b°=(y—a3?=r’



Figura 1.28: Gréficos de hipérboles

A conclusédo do tltimo exercicio é que as equacgoes
(=)= (y—a)=r"; (y=0)?°—(z—a)’ =7"

sao equagoes de hipéboles. Desejamos ver o caso geral para as equagoes das
hipérboles, mas isto se reduz a estudar de modo geral qualquer das cénicas que
serd o nosso proximo objetivo.

1.6.2 Elipse

Como vocé“pode ver” no desenho (fig. 1.24), pdgina 39, uma elipse é um circulo
deformado. Elas podem ter dois tipos de deformagcao, veja também (fig. 1.29),
pdgina 45, onde vocé pode ver duas elipses e dois circulos. A elipse (2) pode
ser vista como deformagcio tanto do circulo maior como do circulo menor e os
“coeficientes de deformagao” estao indicados nos eixos.
Quer dizer que se usarmos coeficientes de deformagao diferentes para o eixo
OX e para o eixo OY o resultado é uma elipse:
Lo Y2 _ 2
G+ () =r
é uma elipse com coeficientes de deformagao a, b.
Observe que podemos ver esta elipse como “um circulo de centro na origem
deformado ao longo do eixo OX por a e deformado ao longo do eixo OY por b.
Deformamos o circulo:

Figura 1.29: Elipses sdo deformagdes de circulos

Veja este nova equagao:

(y*yl))z 2

(Emmlpy

que podemos dizer que foi uma deformagao circulo

(z—21)’+ (y—p)* =17

que é o circulo de centro no ponto (z1,y).

Observagao: 7 Coeficientes de deformacao

Veja, finalmente que estamos cometendo um erro: “esquecemos” de levar
em conta o raio e com isto falamos de coeficientes de deformagdo “absolutos”.
Se o raio for maior ou menor a deformagdo serd diferente entdo os coeficientes

de deformagdo sao:
a b

- -
T T

Exercicios: 9 Circulos e elipses

1. Trace o circulo de raio 2 e centro na origem e as quatro elipses com co-
eficientes de deformagdo {(0.5,1),(1,0.5),(1,2),(2,1)}, relativamente ao
circulo.

2. distancia focal



(a) Outra forma de ver elipses consiste em considerar dois pontos cha-
mados focos e um nimero r positivos tal que 2r seja maior do que
a distancia entre os focos. Prendendo as pontas de um corddo de
comprimento 2r nos focos os pontos cujas distancias aos dois focos
somem 2r serd uma elipse, faca o desenho.

(b) Verifique que se os dois focos coincidirem, se tem um circulo de raio
T

5
(c) Verifique que o segmento de reta que une os dois focos é uma elipse.
Uma elipse degenerada.

(d) Verifique que para qualquer das distor¢ées a,b de uma elipse, ver a
(fig. 1.29), pdgina 45, valem as equagies:

a2+p2:r2;b2+p2=r2

em que p € a metade distancia entre os focos e T é o nimero definido
acima.

(e) Conclua que as “constantes” que definem uma elipse sao:

i. A distincia focal, 2p, (distincia entre os focos).
1. Uma das distorgoes.

Sugestdo, mostre que a outra distor¢do se deduz da primeira e da
distancia focal.

(f) Uma elipse tem por focos os pontos (p,0),(—p,0) sendo a soma das
distancias de um ponto qualquer aos focos igual a 2r. Mostre que a
equagao desta elipse é:

(x—p)?+@+pl+22=r’=22+42=r —2p°

e que r — 2p? > 0.

1.6.3 A equacao da elipse

Vamos calcular a equagdo da elipse e na proxima subsecao faremos um estudo
grafico de todas as sec¢bes conicas mostrando as se¢des conicas aparecendo como
segmentos de reta relativamente a projecao do cone no plano.

Construcao das coénicas

Acompanhe a leitura e compare com os exercicios visualisando a figura (fig.
1.30), pagina 47.

H& 5 tipos de legendas,00, p,l,pal,e que significam respectivamente: 00,
vértice do cone, p, perpendicular ao eizxo, 1, laterais do cone, pal, paralela a uma
das laterais do cone, e, eizo do cone. A figura (fig. 1.30), pagina 47, representa
a secgoes do cone pelo plano XOY contendo, portanto, o eixo do cone.

A figura (fig. 1.31), pagina 47

Figura 1.30: Circulo ou elipse

Figura 1.31: Tipos de conicas sobre as regides ou retas.



Capitulo 2

Numeros e estrutura.

Aqui comega o Célculo!

Célculo Diferencial e Integral é o estudo das fungdes sob o ponto de vista de
diferenciabilidade e integrabilidade. Quer dizer que, com duas ferramentas, a
derivada e a integral, se procura tirar informagoes das fungdes que representam
os fendomenos do mundo real a partir de alguma forma de simulagao.

Mas as fungbes, num determinado sentido, sdo uma generalizacdo dos
nimeros, e é pelos nimero que vamos comegar, digamos assim, vamos tratar
do “subterranéo”do Célculo, “Com os nimeros”, que sdo os objetos escon-
didos por trds dos verdadeiras objetos, as fungdes as quais se aplicam as
ferramentas de que falamos acima, as “derivadas”’e as “integrais”.

Para construir os nimeros precisamos do lzmite. O dificil desta matéria se
encontra no fato de que os nimeros reais, se confundem com o método de sua
construgao que é o limite, isto sera visto nas ultimas se¢ao deste capitulo.

2.1 Numeros naturais, inteiros e estrutura.

No Calculo estamos permanentemente lidando com dois objetos basicos:
numeros, fungées. Esta lista de exercicios tem o objetivo de trabalhar
com o conceito de ntimero natural e niimero inteiro e as estruturas algébricas
que estes numeros tém. Observe que este assunto sozinho é uma disciplina,
a Algebra, e portanto aqui seu espago tem que ser reduzido como uma breve
introdugao.
Os numeros naturais ficam definidos habitualmente pelos axiomas de Peano.
Na verdade nao é uma definicdo de niimero natural e sim de uma estrutura
que os numeros naturais também tém. A constru¢do de Peano é idéntica
ao método de demonstragao por inducdo finita, quer dizer que os numeros
naturais sdo o conjunto natural de indexdo de um processo indutivo. Estas
palavras de fato ficam vazias se todos estes conceitos ndo forem efetivamente
trabalhados, mas nés o faremos aqui, de forma precédria e informativa, dei-
xando apenas a lembranca deles para que o leitor interessado os procurem em

um livro de Algebra.

2.1.1 No comeco eram os nimeros naturais.

A construgao légica dos ntimeros naturais é tdo drdua que muitos autores preferem considera-
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los conhecidos como ponto de partida. Faremos o mesmo.

Quais sdo as propriedades que vocé pode listar para o seguinte objeto
(N, +).

Quais sdo as propriedades que vocé pode listar para o seguinte objeto
(Nv )

Quais sao as propriedades que do objeto (N, <, +).
Quais sdo as propriedades que de (N, <, -).

Quais sao as propriedades que de (N, +, -, <).

2.1.2 Depois vieram os niimeros inteiros relativos.

Podemos definir o conjunto —IN como os dos “objetos”que completam N de
formas que a equagao
rz+a=0

sempre tenha solugao, para todo a € N, e definir
Z =-NUN.

Os dois conjuntos se passam a chamar, N é o conjunto dos numeros inteiros
positivos, e —IN é o conjunto dos ndmeros inteiros negativos. Dois adjetivos
apenas...

Depois devemos estender a Z os métodos existentes em N, que sdo as “quatro
operacoes”, e a relagdo de ordem.

Cabe repetir a observagado ja feita antes, estes tépicos pertencem a Algebra7

aqui eles apenas estao sendo registrados.

Exercicios: 10 Estensdo a Z dos métodos de N.

Estenda a adi¢cdo e a multiplicagao existentes em N ao novo conjunto
Z=-NUN.

Estenda a relagdo de ordem < ao conjunto Z.

Quais sao as propriedades que vocé pode listar para o sequinte objeto (Z,-).

Quais sao as propriedades que do objeto (Z,<,+).

Quais sao as propriedades que de (Z,<,").

2.1.3 Estrutura algebrica do relégio.

Este assunto tem mais seriedade do que esta lista de exercicios pode pretender oferecer dentro
do contexto em que estamos nos propondo a trabalhar. Se vocé quiser entender o que acontece
de fato com o “relégio”, um grupo finito, procure um texto de Algebra onde este assunto é
tomado com toda a seriedade que ele merece.

Exercicios: 11 Aritmética no relégio



1. Considere o conjunto H = {0,1,2,3,...,11} das horas. Quais sio as
propriedades que vocé pode listar para (H,+) ?

2. Resolvendo equagées em (H,+). Resolva as sequintes equagées em (H, +).

(a) 83 +z=12
(b) 7+zx

5

3. Resolvendo equagoes em (H,+). Tem sentido a equacao 3z +7 = 1 em
(H,+)?

I
S

4. Resolvendo equagoes em (H,+). Tem sentido a equagdo x + 27
(H,+)?

2.1.4 O anel dos inteiros.
Exercicios: 12 Equagées inteiras
1. Quais sao as propriedades que vocé pode listar para o objeto (Z,+,-)?

2. Resolva as seguintes equagées em (Z,+,-), se for possivel. Se nao for

4

possivel, indique “porque”.

(a) 2 +7=/4
(b) 3 = 12
(c) 3+ 4 =9
(d) z-5=2

3. Quais sdo as propriedades que vocé pode listar para o objeto

(Z7 +, S)?

4. Resolva as seguintes desigualdades e faga uma representagdo geométrica
da cada uma delas:
(a) x+7 <4y
(b) 3z > 12y
(c) 3z +4y <9
(d) v —5y > 2

5. Resolva as sequintes desigualdades:

) r+7<4y b) 3r+4y <9
3z > 12y x—5y>2

2.2 Numeros racionais.

Os nimeros racionais, foram obtidos dos nimeros inteiros por uma simples complementacao
algébrica: se criaram os inversos multiplicativos de todos ntimeros, com excegdo do zero.
Comparando com o que fizemos com os inteiros, inventamos o conjunto % que contém os
inversos multiplicativos de todos os inteiros, excetuado o zero, quer dizer que em ZUz—l* a
equacao

ar =1

tem solugdo para todoa #0 ; a € ZU%.

Com isto as duas estruturas (Q, +), (Q*, ) ficaram completas formando o que chamamos
o corpo dos racionais:

QozU-.
Observe que nao escrevemos Q = ZU%7 porque hd niimeros racionais, como % que nao
se encontram no conjunto a direita.
A expressao “corpo dos nimeros racionais” resume um conjunto de mais de nove propri-
edades, ou leis, que nos permitem por exemplo resolver equagdes, veja um exemplo.

Exemplo: 8 Solu¢do de uma equagdo

364+7=9 (2.1)

Bz +7) 4+ (=7) =94 (=7) ezisténcia do inverso aditivo (2.2)
3z + (7+ (=7)) = 2 propriedade associativa da adigdo (2.3)
3z =2 (2.4)

%(Sx) = %em’sténcia do inverso multiplicativo (2.5)
(%3)1 = %pmpm’edade associativa da multiplicagao (2.6)

T = % (2.7)

Observe que na prdtica algumas dessas passagens sdo omitidas, por exemplo, esta re-
solug@o usualmente fica assim:

3z +7=9 (2.8)
3z+ =2 (2.9)
=12 (2.10)

e nao hd nenhum defeito em resolver equagées de forma resumido, desde que se entenda o que
se estd fazendo, e € por esta razdo que apresentamos aqui os fatos e as razées dos mesmos.

O processo de construcdo Z — Q se assemelha em muito ao processo com que saimos de
N para conseguir Z.

O resultado desta construgio é (Q,+, ).

Os ndmeros racionais tem propriedades comuns com os ndmeros reats. Vamos usar as
propriedades geométricas dos racionais e voltaremos a falar delas mais em detalhe quando
tratarmos dos nimeros reais.

Uma propriedade geomélrica dos racioanis é a seguinte:

3 Propriedade da média

Dados a,be Q ; 3ceQ; a<c<hb



Um valor possivel para c é aTer. A razao de chamarmos esta propriedade de geométrica
é que ela vale para uma reta na geometria euclidiana com exatamente a mesma redagao.
Veremos mais sobre isto adiante, com os nimeros reais. Vamos terminar esta introdugao com
uma simbologia adequada. O conjunto dos “pontos” que ficam entre a e b é chamado de

segmento ou intervalo, e designado por [a,b] que se 1& “intervalo ab”.

Exemplo: 9 £ % como fica em decimal?

As calculadoras escrevem os numeros em formato diferente deste que acaba-
mos de anunciar. Um nimero, na calculadora, aparece como uma sucessao de
algarismos:

23.445.

Como tudo em nosso processo cultural hd aqui um cddigo que serve para decifrar
o significado desta expressao.

O codigo € notagdo decimal, neste caso. Um nimero em decimal é uma
espécie de polinomio:

23.445=2%10+3%10° + 4% 107 +4 %1072+ 5% 1073
ou entdo, como estamos falando de fragdes

3y Ly 4, B
10~ 100 1000
Qualquer fracdo pode ser expressa nesta forma. Algumas com maior facilidade,
outras com um pouco mais de trabalho. Por exemplo, as fragoes cujo denomi-
nador seja uma poténcia de 10 tem uma expressdo facil:

45 40 5 4 5
=+ — = — 4+ —=0.44+0.05=04
100 100 + 100 10 * 100 044005 =045

A regra consiste em ir descobrindo, artesanalmente, que pedacinho do tipo 5=
1

pode ser adicionado para melhor aprozimar uma fragdo. Vejamos o caso .
e Primeiro extraimos os inteiros da fragdo, no caso € zero: 0. O ponto divide
a parte inteira da fracao! prépria.

e Depois vamos verificar quantas vezes 11—0 estd contido no que sobrar que

ainda € % porque ainda ndo tiramos nada. Isto significa divisao:

1 1
?%Tozl()%?:l,resto:?).

e vocé deve ir montando a o algoritmo da divisdo para acompanhar o que
estamos dizendo.

e Vamos agora verificar quantas vezes ﬁ estd contido no que sobrou:

IDenominagdo imprépria, esta de fragio prépria...

— 0 que sobrou:

10 7 3

70 70 170

1 1
7 10
— nova_divisao:

3.1 300 %

70 100 70 7

— tradugao algoritmica:

e vemos que o algoritmo traduz, acrescentamos um zero ao resto e o
voltamos a dividir por 7, achando agora 4 e resto 2.

e Em suma:

loop o4, 2 8 5 . 7T _
77710 100 ' 1000 ' 10000 ' 100000 ' 1000000

0+ 0.1+ 0.04 + 0.002 + 0.0008 + 0.00005 + 0.000007 = 0.142857

e como o ultimo resto obtido foi 1, o processo agora vai se repetir voltando
a aparecer os restos 1,3,2,6,4,5,1,3,2,6,4,5, ... sucessivamente.

Quando isto ocorre dizemos que temos uma dizima periédica:

1 142857 142857
= = 0.(142857)... =
7 = 0-(142857) 1000000 © 10000002

~ Py . ~ 1 .
em que podemos Z"efz;lshsgcer uma progressdo geométrica de razdo 155005 CWO
primeiro termo € 1555500 - ) ‘

A soma dos termos de uma progressao geométrica é dada por uma formula

que se origina da sequinte identidade:

(I=r)14+r+r2 4+ +r")=1— "t
que, dividida por 1 —r quando r # 1 nos dd:
1 — pntl

Ltr+ri4. "=
1—7r

Esta série converge, o seqgundo membro converge para zero sendo seu limite o
limite do sequndo membro, ﬁ Como existe um primeiro termo ro a formula
acima fica:

1 —pntl _ 1 ro
1—r

ro(L+7+r2 4+ +1r") =19
No caso de % temos:

7 1—r 1-—

1 0.142857  0.142857

1
1000000



0.142857 142857 142857

ISR 1000000 - 1 ~ 009009

O numero 0 € idenficado como sendo ”a parte nao periodica sequida de um
periddo, no numerador. No denominador tantos 9 quantos forem os algarismos
do periddo.

Em geral, se tivermos

TL...Tn.S1...8m(a1...ap)...

uma dizima periddica formada de uma parte nao periodica
T1...Tp.81...8m
tendo por periddo (as ...ap) equivale a progressio geomélrica

1 1

. 2
T1 t Tp.S1  Smar - ap(l+ T + (10p+) —+
em que temos:
e q parte inteira, r1 - Ty
——
e a parte decimal nao periédica, S1 - Spm;
—
® ¢ o periodo ay---ayp
———
Esta progressao geométrica € igual a
1
L Tn.51 -~-5ma1~-~ap(m)
em que
1 N 1 10P 107
r=— = = .
10» 1—# wor—-1 9---9
—
P

O termo inicial tem p + m casas decimais. Se multiplicarmos o numerador e o

denominador de 9}(?1?9 por 10™ esta fragdo nao se altera e temos:

10ptm
I Y P ——
n m Pg...90.--0
S~ N~
p m
Quando multiplicarmos o termo inicial pela dltima fracdo, a poténcia de 10 no
numerador vai fazer desaparecer a parte decimal do termo inicial ficando:
T1...Tp81...8mQ1...0p
9...90---0
S~

P m

cuja leitura é: no numerador temos a parte nao periddica seguida de um periodo,
e no denominador tantos 9 quantos forem os algarismos do periodo seguidos de
tantos zeros quantos forem os algarismos da parte decimal nao periddica.

Exercicios: 13 Algebra dos nimeros racionais

1. Resolva as equagies abaizo em (Q,+,-).
4 2
Sx—4=7 Sp-2=2
v 3" 5

2. Trace uma reta orientada e nela marque os niumeros inteiros relativos.
Marque também os seguintes numeros racionais:

1 4
—= —-0.5 -7 - 1.3
3 3

3. Desenhe o intervalo [—1,1] e nele marque os pontos:

-0.5 -0.3 —-0.1 0.2 0.5 0.7

4. Desenhe uma reta orientada . A partir da origem trace o segmento da reta
OP que faga com a reta orientada o dngulo F.

Subdivida OP em 7 pedagos iguais marcando os pontos P, Py, ..., P; = P.

Una P ao nimero 1 da reta orientada por um semento de reta e trace
segmentos de reta paralelos a P1 passando por cada um dos pontos P;.

Verifique qual é o numero racional representado pelo ponto que cada um
dos segmentos de reta assim tragados, determina na reta orientada .

2.3 Construcao dos nimeros reais

Construcao geométrica dos reais

A construgao geométrica dos niimeros reais R, mostra que a passagem para estes novos
numeros envolve uma modificagdo qualitativa, foi aqui que os gregos trope¢aram nos ntimeros
irracionais, que chamaram de incomensurdveis. Um nimero real seré uma sucessido conver-
gente de numeros racionais. Vamos explorar aqui o processo geométrico de construcao dos
numeros reais. Em outra lista de exercicios futura, faremos um outro tipo de construgao
mais algébrica.

Uma forma rapida de descrever os niimeros reais consiste em dizer que els sao formados
e das dizimas periédicas, (os niimeros racionais),
e e as dizimas ndo peritédicas, (os nimeros irracionais).

As dizimas periddicas sao as fragoes, as nao periédicas podem ser aproximadas por fragoes,
é o que se faz com um arrendondamento.

Nesta lista de exercicicios vamos ver os nimeros reais através de suas propriedades. A
desigualdade, por exemplo, tem as seguintes leis (a listagem nao é exaustiva):

Hipétese: 1 Propriedades da desigualdade

e tricotomia Dados dois nimeros reais a,b vale apenas uma das seguintes relagdes:



1. a<b.
2. a=b.
3. a>b.

e Dados dois nimeros sempre tem outro numero entre eles.

e Dados dois nimeros sempre tem um terceiro maior do que os dois primeiros e um
quarto menor do que eles.

Estas propriedades permitem que comparemos os ntimeros reais com uma reta. Esta teoria
pode ser desenvolvida de forma muito perfeita, inclusive usando esta representacdo geométrica
dos ndmeros para fazer a estensdo da adigdo dos racionais para os pontos da reta, de modo
que vamos considerar uma reta qualquer como um exemplo do conjunto dos nimeros reais,
R.

As operagoes, adigdo e multiplicagido, podem ser construidas geométricamente e podemos
mostrar que elas sdo as “mesmas” definidas para os racionais e os inteiros, logo uma “estensao”.
Nao faremos isto, mas lhe vamos sugerir o caminho nos exercicios.

Definigao: 5 Reta dos nimeros

Uma reta qualquer na qual se tenha escolhido wm ponto 0 para representar o zero, e um
ponto 1 para representar o elemento neutro da multiplica¢do, serd considerado uma exemplo
do congunto dos numeros reais, R. Estas escolhas definem qual é o conjuntos dos nimeros
reais positivos e dos megativos. Um reta onde foram feitas estas escolhas se chama reta
orientada.

Como no caso dos niimeros inteiros e racionais, vamos usar intuitivamente esta teoria que
pode ser desenvolvida cuidadosamente mas cujo desenvolvimento nao cabe neste projeto. Os

exercicios desta se¢do sugerem um pouco do desenvolvimento que poderia ser feito.
Exercicios: 14 A reta dos nimeros reais

1. Traduza as propriedades da desigualdade acima para os pontos de uma
reta.

2. Use dois exemplares da reta orientada para definir a soma de nimeros
reass.

3. Use dois ezemplares da reta orientada concorrentes no zero, para definir
o produto ab a,b € R. Observacao: € necessdrio usar semelhanca de
triangulos e o numero 1 de uma das retas.

4. Desenhe uma reta orientada . A partir da origem trace um segmento de
reta OP que faca com a reta orientada wm dngulo de 1. Marque o ponto
P = (1,1). Calcule a distancia de P a origem. Com um compasso transfira
esta distancia para a parte positiva da reta orientada mantendo uma das
pontas do compasso no ponto O. Qual o ponto da reta orientada que ficou

assim determinado?

5. Trace uma parelala a reta orientada passando pelo ponto (0,1). Trace uma
perpendicular a reta orientada passando pelo ponto 2 e determine assim
o ponto P sobre a paralela tracada anteriormente. Trace o segmento de
reta OP e calcule o sew comprimento, distincia de P & origem. Com
um compasso transfira este comprimento para a reta orientada e verifique
qual € o numero assim determinado nela.

6. Faga um esboco da demonstragdo das propriedades de cada um dos objetos:

(R7 +) ; (R7) ; (R7+") ; (R7+a'7§)

7. Tente demonstrar algumas das propriedades listadas acima, geometrica-
mente.

8. equagoes sobre R.

(a) Resolva as equagoes abaizo em (R, +,).

V2r+V5=1 %x—?:—l

(b) Encontre valores aproximados para as solugdes das equagoes anteri-
ores e expresse uma estimativa do erro.

9. Marque na reta orientada o0s sequintes sub-conjuntos:
fos ol <3} {z; 2] <1} {z; 2] <3}
10. Resolva as desigualdades:

4
3r—4<7 gx—

NO| W
o] Do

>

Represente geometricamente, na reta orientada , as solugdes das desigual-
dades anteriores.

2.4 Sucessoes de niimeros racionais

Nesta se¢do vamos iniciar o estudo das sucessoes de forma bem elementar mas com o objetivo
familiarizd-lo com o conceito na dire¢do que desejamos dar neste texto: um nudmero real
pode ser visto como uma sucessao. Nesta forma de ver vai se repetir um problema que
ja encontramos com os racionais, a diversidade de representa¢do. H& varias sucessdes que
representam o mesmo numero. A solugdo para este “problema”é uma classificagdo como se
faz as fragdes.

Primeiro vamos expor as idéias, depois virdo as técnicas, o limite é uma delas.

As sucessoes sdo um tipo de dados (leia uma classe de objetos) em Matemadtica, que tem
diversas utilizagdes, citemos algumas:

e Indexar um conjunto, num conjunto de sucessoes. Por exemplo quando vocé enumera
os objetos de um conjunto, usando a sucessdo dos nimeros naturais ou uma subsucessao
finita de nimeros naturais.

e Criar um modelo discreto para um fenémeno, quando vocé coloca um sensor que de
tempos em tempos mede o tal fendmeno.

e Modelar um ndmero real, por exemplo quando vocé diz que os ntimeros

1,1.4,1.414,1.4142,1.41421,1.414213,1.4142135

sdo uma sucessio “finita” de aproximacoes por falta de v/2. Veja a listagem abaixo dos
quadrados dos elementos do conjunto anterior.



power(1.4,2) 1.96 < 2

power(1.41,2) 1.9881 < 2
power(1.414,2) 1.999396 < 2
power(1.4142,2) 1.99996164 < 2

power (1.41421,2) 1.9999899241 < 2
power (1.414213,2) 1.999998409369 < 2
power(1.4142135,2) 1.99999982358225 < 2

Nés, aqui, diremos que
s=(1, 1.4, 1.414, 1.4142, 1.41421, 1.414213, 1.4142135, ---)

é o ntimero real v/2, mas observe as reticéncias que tornam a segunda expressao uma
sucessao nao finita.

Exemplo: 10 Duas sucessées que representam /2
Abairo vocé os quadrados dos elementos da sucessao t

= (1.5,1.42,1.415,1.4143,1.41422, 1.414214, 1.4142136 - - -)

power(1.5,2) 2.26 > 2

power(1.42,2) 2.0164 > 2

power(1.415,2) 2.002225 < 2
power(1.4143,2) 2.00024449 < 2

power (1.41422,2) 2.0000182084 < 2
power (1.414214,2) 2.000001237796 < 2
power(1.4142136,2) 2.00000010642496 < 2

A sucessio t também representa \/2 e algumas vezes dizemos que seus termos sao uma
aprozimacdo por excesso de \/2.
Esta maneira de falar, apesar de correta, induz em preconceitos. Vamos repetir a frase
acima:
t é o nimero real V2.

Voce vé assim que o nimero \/2, como qualquer outro nimero real, tem diversas repre-
sentagoes.

Fizemos anteriormente um esbogo da construgdo geométrica dos nimeros reais R. Ela
é um modelo de construgao incompativel com o uso mais importante que podemos fazer dos
nimeros reais, por exemplo, é dificil, talvez impossivel, usarmos a construgdo geométrica dos
reais num programa de computagdo. Mesmo assim tem gente que gosta usar esta construcao,
por exemplo os que falam em aritmética intervalar usam esta idéia e convivem com esta
dificuldade de forma esquisita...

No6s julgamos que um outro modelo é mais conveniente, porque é mais algébrico, as su-
cessOes. Como nas construgoes que fizemos anteriormente, estd serd resumida e vocé deve
procurar subsidios na literatura para completar os seus conhecimentos se ndo os quiser cons-
truir com suas préprias maos.

Um ditado de computac@o afirma, quando se descobre a estrutura de dados adequada, o
problema fica resolvido. Temos que encontrar uma estrutura adequada para os nimeros. Aqui
vamos fazer uma construcao intuitiva baseada na semelhanca que os nimeros reais tem com a
reta como os gregos entendiam “reta”. Mais a frente usaremos sequéncias para representa-los,
quer dizer, um ndmero é uma sequéncia convergente. Em geral ficamos apenas com alguns
termos destas sucessoes, quer dizer, fazemos aproximagdes.

Claro, estamos convencidos de que o modelo “sucessoes” é perfeito para os niimeros reais.

Com o objetivo de reforgar a importancia do uso das sucessoes, dentro do espirito de
discretizagdo de um fenémeno, vamos calcular algumas integrais para as quais o método
geométrico desenvolvido no primeiro capitulo é ineficiente. Usaremos sucessoes para discretiza-
las, como se estivemos usando um sensor para analisar seus valores. E 0 mesmo método que
usariamos para calcular v/2 experimentando com os algarismos.

Observacao: 8 Aparentemente existem poucos nimeros reais

Nao podemos dar um sentido fdcil a expressao “quantidade de mumeros”para falar de
todos que existem... a palavra quantidade, usada na linguagem comum, estd associada a
contagem. NJs ndo podemos contar os numeros.

Este texto, como tantos outros, corre o risco de sugerir que existem uns poucos numeros

reais esquisitos,
T, V2,V3...
Esquisitos porque ndo podemos lidar com eles “exatamente”, sempre temos que falar deles
usando a palavra “aproximac¢do”. E s6 somar ou subtrair e multiplicar que vocé vai ver que
eles existem em grandes “quantidade”:

3+7r,2+7r,\/§+7r,\/;7?'“

Mas basta mostrar como podemos representar /2 para ilustrar a idéia.

2.5 Sucessoes - exemplos e definigoes.

Vamos fazer contas com sucessoes, para nos habituarmos com a idéia de que elas representam
nimeros.

Definicao: 6 Sucessdo. Sucessdo € uma func¢do definida no conjunto N.  progress&o
geométrica.

Por exemplo, uma progressfo aritmética, uma progressdo geométrica.
Exercicios: 15 Sucessdo e nimero real
1. Construa dois exemplos de sucess8o finita com & termos.

2. Decida qual dos exemplos de sucessdo abairo € positiva e descrescente

e a; =(1,1,1,1,...)

pers bbbl

e a3 =(1,2,3,4,5,6,7,...)

e ay=(1,1,2,3,3,4,5,5,6,7,7,8,9,9,10,11,11,...)
oa5:(10,8,6,4,2,%,%é D)

3. Para as sucessoes definidas acima vamos estabelecer a notagao
Qi k
para designar o termo de ordem k da sucessao a;. Escreva

® a1,1,01,2,01,3
® (2,1,022,02;3
® as51,05,2,053,05,4, 05,6

4. Decida qual dos exemplos de sucessdo acima € positiva e crescente.

5. Construa novo exemplo de sucessao positiva que decresca para zero (dife-
rente do que se encontra acima,).



10.

11.
12.
13.

1.
15.

. Tente descobrir, para cada uma das sucessoes

ay,0az2, 03,04, 05

a lei de formagdo dos seus termos (o termo geral) a; x,

. Considere a sucessao as definida acima. Calcule o seu quadrado, e chame

esta nova sucessao de ag Decida se é verdade que “ag decresce indefinidamente
para zero”.

. Calcule o produto as x az. Seria verdade que estas sucessdes sGo inversos

multiplicativos uma da outra?

. As sucessdes sequintes se classificam em duas classes, procure identificar

a que classe elas pertencem

e —3,-3,-3,-3,-3,-3,-3,-3,-3,...
e 4.0,3.5,3.33,3.25,3.2,3.166, 3.142, 3.125, 3.(1), . ..

e 3.2,3.166,3.142,3.125,3.(1), 3.1, 3.090, 3.083, 3.076, . ..

e 3.125,3.(1),3.1, 3.(09), 3.0833, 3.076, 3.071, 3.066, 3.062, . . .

o —2.875,—2.(8),—2.9, —2.(909), —2.916, —2.9230, —2.928, —2.933, —2.937, . ..
o —2.(6),—2.75,—2.8, —2.8(3), —2.857, —2.875, —2.(8), —2.9, —2.(909), . ..

e —2.0,-2.5,-2.(6),—2.75, —2.8, —2.8(3), —2.(85714), —2.(875), —2.(8), . ...

e 3.5,3.(3),3.25,3.2,3.1(6), 3.(142857), 3.125,3.(1), 3.1, . ..

As sucessdes abairo pertencem todas a uma mesma classe, tente indenfi-
ticar qual é a classe

e 0.5,0.(3),0.25,0.2,0.1(6),0.(142857),0.125,0.(1),0.1, . ..

e 1.0,0.5,0.(3),0.25,0.2,0.1(6), 0.(142857),0.125,0.(1), . ..

e 1.0,0.25,0.(1),0.0625,0.04,0.02(7), 0.0204081..., 0.01562..., 0.0(123456790), . . .

e 0.(09),0.08(3),0.(0769230), 0.07(142857), 0.0(6), 0.0625, 0.058823, 0.0(5), 0.05263, . . .

e 0,0,0,0,0,0,0,0,0,...
FEncontre o inverso aditivo das sucessoes a1, as, as, ayq, as
Decida se € verdade que as decresce indefinidamente para zero.
Calcule o produto das sucessoes

e 0.5,0.3,0.25,0.12,0.16,0.14, 0.12,0.11, 0.105, . . .
e 2.0,1.5,1.33,1.25,1.21,1.16,1.14,1.12, 1.111, . ..

Dé tres exemplos de sucessoes.

Encontre uma sucessdo finita que seja uma aprozimagdo por excesso de

V2.

16

. Construa dois exemplos de sucessdes numéricas tiradas da “vida real”.

17. Numero racional

18

19
20

21

22

23

(a) Escreva a defini¢ao de nimero racional.
(b) Como sao as sucessoes que definem nimeros racionais ?
(¢) Decida qual das afirmagoes € verdadeira:

1. Um numero racional € uma dizima periddica
i. As dizimas ndao periddicas podem ter geratrizes

1. As dizimas ndo periddicas representam nudmeros irracionais

. Escreva uma dizima periddica equivalente a cada um dos nimeros racio-
nais abaixo:
1 . 1 . 2 . 3 . 9 .
273’3777 10°
Pode haver mais de uma dizima associada com um nimero racional? Mos-
tre exemplos.

. De exemplo de uma dizima nao periddica.

. Encontre a geratriz da dizima, 0.3333... primeiro observando que ela é a
soma dos termos de uma progressao geométrica.

. Mostre que 23.34565656565656 - - - € a soma dos termos de uma progressdo
geométrica e encontre a geratriz desta dizima.

. Escreva as dizimas que apareceram nos exercicios anteriores como Su-
cessoes.

. Notagdo Vamos usar a sequinte notagdo : Dada uma sucessGo s vamos
designar por s, o seu termo geral. Por exemplo, a sucessao

-
d= (%, %, %, %, 5y 5 tem, por termo geral:

n
n—+1

:nef0,1,2,3,--}=N

Sn =

Descubra o termo geral das sucessoes:
— 11111 .
(0‘) C_(17§7§71757§7"' ’

(b) d:(§7%a%7§7§7"'~;
(C) f: (%7%7%7173 PEPRI
1

)
(d) h = (%7%7%7%3?03"” )

Descubra qual é o termo geral das somas e dos produtos feitos anterio-
mente.



25. operagdes com sucessoes; Soma de sucessoes.

26. operagoes com sucessoes; Produto de sucessoes.

27. Inscreva num circulo um quadrado.

28.

29.

24. Cada uma das sucessdes abaixo

representam V2. Descubra, usando intuitivamente o conceito de

rimagdo”, quais sGo os mumeros que elas representam.
(@) c= (1, 5,510, 5: 5 3
12345
(b) d_(§ 939495360
012 3 4 .
(¢) =T 2505
2 4 6 8 10 .
(d) h= (5 9394959 6 2t

Some, duas a duas, as su-

cessoes abaixo:

(a) Ci(l %>%7%7%7%7 ’
() d=(53343
(¢) =355 05
(@) h=(335% %

Faca o produto, duas a

duas, das sucessoes abaizo:

(@) c= (15,55 5
(b) d=(3,3.%.3.3.-
(¢ f=(4%33.4.
(@ h=(34%%%%

(a) Cada uma das sucessées do exercicio (ex. 24), se s representar o
numero S et representar o numero T entao s+t reprsenta o niimero
S+ T. Traduza esta frase usando o operador "limite”.

(b) Cada uma das sucessées do exercicio (ex. 24), se s representa o

niumero S et representa o nimero T entdo st reprsenta o nimero
ST. Traduza esta frase usando o operador "limite”.

Depois um pentdgono, depois um
hexdgono. Calcule o perimetro de cada uma das figuras inscritas e chame
este numeros de Py, Ps, Ps. Qual seria o valor de Py, Py, Py?

Para cada um dos elementos da sucessao (P,

) definida no exercicio ante-
rior, calcule p, =

2P7 Escreva o valor dos termos da sucessdo p.
*1raro

Defina a sucessao A = (A,,) ; A, = drea de um polino regular convero
inscrito num circulo de raio r. Escreva os valores de A para n < 10.

“representa” um mimero real (pode ser
racional), da mesma forma como acima temos exemplos de sucessoes que

“apro-

30. FEscreva os 10 primeiros termos da sucessdo

n, Calcule também as somas
sucessivas destes termos:

< 1
=D sk sk = 3)"
k=0
Solugdo: rode o programa 1imite0O1.calc
cale < limite02.calc
31. Analisando o resultado do programa 1imite01.calc justifique a afirmagdo

sequinte: ‘nao vale rodar o programa para n > 21 porque ja se terd
chegado ao limite de precisao da méaquina”.

32. Escreva os 10 primeiros termos da sucessao (progressao geométrica) das
poténcias de % Calcule também as somas sucessivas destes termos:

S 1
Sn: ; =3 k

Solugdo: rode o programa limite02.calc
cale < limite02.calc

2.6 A integral no sentido de Riemann.

A definigdo que demos de integral no capitulo 1 diz que

b
[
a
é a area algébrica limitada pelo grafico de f e o eixo OX, desde x = a até
x = b. Vamos explorar um pouco mais este assunto aqui.

b

O calculo de uma integral f se faz facilmente se o grafico de f for formado de segmentos

a
de linha reta. Mas se o grédfico de f for formado por segmentos de curvas nem sempre nés
vamos saber calcular esta drea com exatiddo. Mais adiante vocé verd que alguns casos isto
é possivel, entretanto é o calculo aproximado que sempre prevalece, é este o contetido desta
se¢do: vamos mostrar que a integral é um instrumento para construir sucessoes, logo niimeros
reais.

Quer dizer que, aqui, o nosso interesse pelas integrais se resume a vé-las como um método
de construgao de sucessoes.

O instrumento universal para calcular integrais é a soma de Riemann que vamos estudar
aqui. Vocé verd mais a frente que em alguns casos se podem deduzir, das somas de Riemann,
férmulas para o célculo formal da integral.

As somas de Riemann aproximam &reas de regides cujas fronteiras nao sao retilineas, com
areas de retdngulos.

Olhe as figuras (fig. 3.1), na pagina 101, (fig. 3.2), na pagina 106 para concretizar ante
seus olhos como se podem aproximar area com retangulos.
Vamos construir, aqui, sucessoes a partir das somas de Riemann.



Exercicios: 16 Discretizando as integrais

1. Soma de Riemann Trace o grifico da pardbola y = f(x) e represente gra-
ficamente as integrais indicadas:

¢) f(z) = (z = 1)(z +2); Lf d) fz)=(1-2)(x+2); [f

o) F(z) = 22 ; jf b) flz) = —a2; ff
1 2

2. Cadculo da integral por aproximagdo

(a)

(b)

(¢)

(d)

aproximag¢ado por falta Para cada uma das integrais do ezxercicio 1,
divida o dominio de integracdo em /4 subintervalos iguais. Calcule

b
aprorimadamente ff, por falta, usando retingulos, tendo cada um

a
dos sub-intervalos por base. Ver a figura (fig. 3.1), na pdgina 101).

aproximagdao por excesso Para cada uma das integrais do exercicio 1,

divida o dominio de integracdo em 4 subintervalos iguais. Calcule
b

aprozimadamente [ f, por excesso, usando retdngulos, tendo cada

a
um dos sub-intervalos por base.

Para cada uma das integrais do exercicio 1, divida o dominio de

integracdo em 10 subintervalos iguais e calcule uma aproximagdo para
b
f f, por excesso, usando retangulos, tendo cada um dos sub-intervalos

a
por base.

Para cada uma das integrais do exercicio 1, divida o dominio de
integracdao em 10 subintervalos iguais e calcule uma aproximagdo para
b

[ f. por falta, usando retdngulos, tendo cada um dos sub-intervalos

a
por base.

3. Soma de Riemann - gerando sucessées Generalize o que foi feito na suite

de exercicios 2, escrevendo uma soma genérica para calcular aprozimada-
mente

b
[

usando o fato de que o intervalo [a,b] foi dividido em n subintervalos
iguais. Cologque a expressdo sob a forma de um somatorio. Sugestdo, veja
0 proximo erercicio.

4. somas de Riemann como geradoras de sucessoes.

(a)

(b)
(c)

(d)

Mostre (construindo uma sucessio) que as somas de Riemann sdo
um processo gerador de sucessoes: Escolha uma fungdo f, um in-
tervalo [a,b], construa alguns termos de uma sucessao

n
5= (51,52,83,",5n) 5 sn = _ flx:)Az;
1

usando somas de Riemann (se inspire nos exercicios anteriores).
Justifique por que: “pelo menos uma sucessdo”, podia haver outras ?

Construa os 10 primeiros termos de duas sucessdes diferentes asso-
ciadas a cada uma das integrais do exercicio 1.

Estas somas de Riemann se dizem de ordem 10, porque sdo somas
de 10 retangulos.

a
Considere a integral f 22 escreva a expressio da soma de Riemann de

0
ordem n para esta integral e a calcule exatamente o valor da referida
soma de Riemann.

5. Calculo aproximado de m

(a)
(b)
(c)
(d)

Verifique que drea de wm polinogo regular de n lados, inscrito no
circulo unitario, € uma aprozimacdo de .

Construa uma sucessio s = (81,82,......) que represente ™ usando
poligonos requlares inscritos no circulo unitdrio.

Verifique que drea de um polinogo regular de n lados, circunscrito ao
circulo unitario, € uma aproximacdo de m, por excesso.

Construa uma sucessio t = (t1,ta,......) que represente m usando
poligonos regulares circunscritos ao circulo unitdrio.

6. Regioes sem drea

o0
(a) Represente geométricamente a integral [ z2.

—00

(b) Justifique porque a integral acima nao representa drea de uma figura.

(Use o simbolo “oo”em sua explica¢do e decida se isto pode ser um
nimero.)

(c) Tente escrever uma soma de Riemann para integral acima, descreva

as dificuldades encontradas e tente justificar porque a integral ndo
existe.



2.7 Limite

Nesta seg@o vamos falar de limite que uma das formas de estabelecer qual é o comportamento
assintético de uma sucessdo. Limite é um operador, se vocé preferir, uma operagdo que
aplicada em uma sucessdo numeérica “responde” com uma das seguintes alternativas:

e A sucessdo define um niimero real;
e A sucessdo nao define nenhum ndmero real.

Entretanto, é vocé que tem que saber calcular o valor do limite aplicado & sucessdo. Infeliz-
mente ainda ndo temos maquinas com esta operagido automatizada. Mas ndo se assuste, ha
muitos limites que sabemos calcular e felizmente outros que ainda continuam nos desafiando,
também.

2.7.1 Limite e comportamento assintético

Observagao: 9 comportamento assintdtico

Comportamento assintético € uma das idéias bdsicas da Matemdtica. Ela ndo pode ser
expressa a partir de outras, isto significa que ela é clara por si prépria.

Os nimeros sao representados por sucessées. Quando descobrirmos qual é o nimero que
uma sucessao representa, descobrimos o seu comportamento assintdtico.

Um exemplo bdsico € (%)n>0 que representa o zero. Temos algumas maneiras equivalen-
tes de fazermos referéncia a esta idéia:

o (Sn)n = (%)n representa o zero;

. limsn=lim%=0

n n
. % converge para zero. E uma sucessdo nula.
. % € assintdtlica a zero.

Estas frases descrevem o “comportamento assintdtico” de (sn)n = (%)n
Veja que as coisas ndo sao tao simples?, compare com a sucessdo:

(N)n<0=0,1,2,3,4,---n,- -
de todos niumeros naturais.
A sucessdo de todos os nimeros naturais tem wma ligagdo com anterior:

s = (Sn)n>0) = (%)n>0 (211)
t=(th)n>05tn =n (2.12)
s=7¢ (2.13)

Claro, s representa um niumero, o zero, enquanto que t ndo representa nimero nenhum,
do contrdrio o zero teria inverso.

A sucessao t tem um comportamento assintético que é dificil de descrever neste momento,
mas o certo é que nao define nenhum nimero. Podemos dizer que ela € crescente, ilimitada,
ndo tem limite (consequentemente ela ndo define nenhum nimero), ela € divergente.

Diremos que % € convergente, diremos também que a sucessdo dos nimeros naturais é
divergente.

Vamos construir alguns exemplos ilustrando o conceito, os exercicios devem terminar por
tornd-la (tornd-lo) intimo da idéia.

Para terminar esta introdug¢do, o comportameno assintético é uma classificagdo, uma
etiqueta. Classificamos com um determinado comportamento assintético fungées, sucessdes
etc... Considere, por exemplo, as duas sucessées:

e s L34 L

2Esta frase serd repetida muitas vezes, vocé ndo deve se assustar com ela, seu objetivo é
de dizer que Matemaética exige cuidado e reflexdo para atingirmos a profundidade dos seus
conceitos.

— 1 =11

o t=(-1,5, 57

Ambas definem o numero zero, estao portanto numa mesma classe, sGo equivalentes, tém o
mesmo comportamento assintético.

Um outro exemplo, tanto % como T tem wm “nimero infinito” de casas decimais. Entre-

tanto, vocé pode afirmar sempre qual € a préxima casa decimal de % ao passo que a prorima
casa decimal de 7, fora as conhecidas, é imprevisivel.

Ambas definem nidmeros, neste caso nimeros diferentes, portanto nao estdo numa mesma
classe, ndo sdo equivalentes, ndo tém o mesmo comportamento assintético.

As casas decimais de % tem um comportamento assintotico previsivel ao passo que as
casa decimais de ™ nao formam uma sucessao com comportamento assintdtico imprevisivel,
pelo menos no estdgio de conhecimento que em que estamos.

% € um miumero racional e sua representa¢dao decimal € uma dizima periddica.

7 € um numero irracional, sua representa¢do decimal é uma dizima nao periédica. Quer
dizer, a prézima casa decimal de ™ pode ser qualquer um dos 10 algarismos. Observe que
estamos nos referindo as casas decimais de .

Os exercicios devem conduzi-lo a dominar o assunto.

Exercicios: 17 Comportamento assintético

1.

2.7.2 Sucessoes que convergem para zero

E verdade que “comportamento assintético” é um conceito dificil que terda de ser absorvido
por vocé ao longo de uma pratica minuciosa. Entretanto nés podemos tornar “técnica” a
defini¢do de convergéncia para zero:

Definigao: 7 Sucessdes com limite zero
Diremos que uma sucessGo s tem limite zero se e somente se

Ve>0;3dng e N; n>ng = |sp|l<e

Na figura (fig. 2.1) pdgina 68, vocé pode ver um instrumento usado por mecénicos, o
paquimetro que ajuda a compreender a ideia de limite. Os termos de uma sucessdo podem
oscilar, mas a partir de um certo indice, mo a oscilagdo fica limitada pela abertura e do
paquimetro.

Os termos da sucessao se encontram numa vizinhanca de raio € da reta que marca a altura
em que se encontra o nimero real s que a sucessao representa.

Se vocé considerar a reta que marca a altura zero, e colocando o paquimetro aberto com
abertura € a volta desta reta, a partir do indice ng todos os pontos da sucessdao vao passar por
esta abertura o que se traduz algebricamente com

[sn —s| <€

e temos assim a defini¢ao de lim s, = a.
n

Definigao: 8 Sucessdes com limite a
Diremos que uma sucessao s tem limite a se e somente se

Ve>0;dIng e N; n>ng = |sp—a|l<e



Paquimetro —

N

abertura ¢

e [’_
% TN £ -0

a partr de ng

todos os pontos da sucessEo entramn ‘e ndmere
na abermura do paquifnerro | | real definido pela
sucess=o

Figura 2.1: Como num paquimetro, a definigio de limite determina a oscilagdo aceitével de
uma, sucessao.

Em alguns exercicios vocé pode gerar uma resposta automdtica usando a “mdquina de
calcular calc em LinuX”. Os arquivos necessarios podem ser obtidos com o autor.

Exercicios: 18 Comportamento assintético

1.

As sucessoes abaizo todas tem limite, descubra o valor do limite e escreva
a defini¢do de limite adaptada ao valor encontrado:

2n+1 n+1 2n+1 3In—"7
ntl b) i ¢ s 4 s
2n

(n+1)2

Dé exemplos de algumas fungdes para cujas integrais as somas de Riemann
nao tenham um processo assintético definido, por exemplo elas carac-
terizan uma regido sem area. Escreva detalhadamente os exemplos.

Para as equagoes y = f(x) abaizo, e no dominio indicado, verifique se
[ [ define sucessées com comportamento assintético previsivel ou ndo,
1

(experimente), I € dominio de integragdo.

3Maneira de falar inaceitdvel, “ntimero infinito”... ndo existem ntmeros infinitos.

fl@) 1 flx) I flz) I
20,10 |[«  [0,10] |[ 1/z% (0,10]
22 (0,10 |[ 1z (0,1) |[1/2% [L,00)
2 [0,0) || 1/ [1,00) || 1/2® (0,1]

4. Classifique as fungdes relativamente as suas somas de Riemann, em duas

classes, analisando quando um processo assintético previsivel se en-
contra definido a partir das somas de Riemann. Indique a que classe per-
tence cada uma das funcoes definidas nos exercicios anteriores. Observe
que o dominio de integracao é peca essencial nesta classificagao.

De acordo com a sua defini¢do, quais das funcgdes do exercicio 8 é in-
tegrdvel no dominio indicado.

Exercicios: 19 Sucessdes e convergentes ou divergentes

1. Abaizo vocé tem o termo geral de algumas sucessoes. Classifique-as se-

gundo as sequintes “conceitos” que traduzem um tipo de comportamento
assintotico:

crescente  decrescente  oscilante  limitada  ilimitada

Observe que mais de um conceito se pode aplicar a uma mesma sucessao
2
como “oscilante-ilimitada”.

nZ+1 1 n? (G
n+3 n! n! n+l
sen(nm) cos(nm) n n

n+1 n+1 cos(nm) (n+1)cos(nm)
n! n! . 2n+1)mw Cn+1)mw
o5 o sen(~=5 =) | sen(*7 ")

2. sucessao decrescente

(a) Verifique que as duas sucessées s, = 5= € t, = % sao decrescentes.

2n
Prove que a afirmagdo € verdadeira.

(b) Verifique que se s, = % et, = % entao existe um indice ng a partir

do qual s, > t,. Prove que a afirmagdo € verdadeira.
Sugestao Rode calc < sucessao.calc

n
(¢) Defina S, = > s e calcule os quatro primeiros termos desta su-
R k=0
cessao.
Sugestio: Troque no arquivo sucessao.calc s por S e t por T, onde
estd indicado, e rode calc < sucessao.calc.

n
(d) Defina T,, = > ti e calcule os quatro primeiros termos desta su-
k=0
cessao.

Sugestdo calc < sucessao.calc



n . . A .
(¢) Defina S, = 3. sy e calcule os quatro primeiros termos desta su- (e) Enuncie um teorema a respeito das somas de poténcias baseado nos
k=0 quatro exemplos acima envolvendo grau de polinémios.

€essao.
. (f) Demonstre o teorema.
Sugestdo calc < sucessao.calc

(f) Verifique que existe um indice ng a partir do qual S,, < T,. Prove 5
que a afirmacdo é verdadeira.
Sugestao: Rode na linha de comando do LinuX “calc < sucessao.calc”em
que sucessao.calc € um programa que estd no arquivo programa.tgz, / a?

a
. Escreva uma soma de Riemann para fo e verifique que
0

ver indice remissivo. 613
0
3. Prove as sequintes identidades:
6. Verifique que
n—1 n—1 a
a k= (nfl)n b k2 — nn=1)(2n—1) ad 3 1
)Z = )kg % /x2~€(2+ +
n—1 4 3 2
1 6nt—15n°+10n2-1 0
C)Zk3 (Mo | d) 3 k= Cn—idrion —Un s 1 - ;
k=0 Conclua que, como =, 5 sdo representantes do zero, entio

4. Cdlculo de somas Em questao anterior foram demonstrados resultados,

(quatro exemplos), associados a um tipo especial de serie. Vamos des- 2 3
cobrir aqui um teorema associado a estes exemplos. = 3
0
(a) Prove que se P for um polinémio do grau n entao )
e, em particular,
Q(z) = AP(@) = Pz +1) - P()
1

€ um polinomio do grau n — 1. 22 1

(b) Prove que existe um polindmio do grau n tal que 3

-1 _ o _
= AP(z) = Plz+1) - P(z) A dltima questdo se encontra inteiramente resolvido mais a frente, procure
Mostre que se P for um tal polindmio, entio R(x) = P(z)+k também no indice remissivo sob a chave “area”.

€ solugao da identidade anterior. -
1. sucess@o decrescente

(¢) Baseado nos quatro exemplos referidos, quais das afirmagoes sequin-
tes parecem verdadeiras: (a) Verifique que as duas sucessoes s, = —n ety H sao decrescentes.
i. Dado um polinémio de grau @ de grau m, existe um polinémio Prove que a afirmagao ¢ verdadeira.
P de grau m — 1 tal que Q = AP
#. Dado um polinémio de grau @ de grau m—+1, existe um polinémio
P de grau m — 1 tal que Q = AP Sn+1 < Sp,
1i. Dado um polinémio de grau Q de grau m—1, existe um polinémio

Solugao: 1 Uma sucessao € decrescente se

4 P 'de grau m tal'q?e Q = AP ) ' o Sn+1 = n+1 < on — Sn (2'14)
. Seja Q for o polindmio Q(x) = ™!, existe um polinémio P de t, = <t (2.15)
grau m tal que Q = AP o ("“)' = '
(d) Ezpanda a soma abaizo usando expressao obtida anteriomente e ve- provando que as duas sucessoes sao decrescentes.
rifique que
n—1
Z kP = P(n) — P(0) (b) Verifique que se s, = 2n ety ! entao existe um indice ng a partir

k=0 do qual s,, > t,,. Prove que a aﬁrmagéo ¢é verdadeira.



Solugao: 2 Demonstragdo por indugao finita
O programa (escrito em calc)

define fat(n)

{if (n==0) return 1;

return n*fat(n-1);}
define invfat(n)

return 1./fat(n)
define invpot(n)

return 1./power(2,n);
define lista(n,k)

{k=0;

printf(”%s %12s %12s”,

"k 1/27,7k7,71/k!);

while (k[ n)

printf(”%d %12.10f %12.10f 7,
k, invpot(k), invfat(k));

ft+

}

}
lista(10,0)
quit

produz o resultado, (convenientemente editado):

vemos que, aparentemente, a partir de k = 4 se tem

Consideremos esta afirmacdo uma hipétese. Segquindo o método da
inducéo finita, teremos que verificar o encadeamente légico

em que supomos que P(n) é verdadeira para n > 4 = ng.

0 1 1

1 .5 1

2 .25 )

3 125 .1666666666
4 .0625 .0416666666
5 .03125 .0083333333
6 .015625 .0013888888
7 .0078125 .0001984126
8§ .00390625 .0000248015
9 .001953125 .0000027557

Sp > tn

P(n) = P(n+1)

n>4d<==n+1>4+1=5
P(n): 2" < (n)!
2<4<d5<n+1
2l = 252" < 5% 2"
52" < (n+1)2"
(n+1)2" < (n+1)n!=(n+1)!
Pn+1):2" < (n+1)!
Logo P(n) = P(n+1) porque usamos P(n) numa sucessao de trans-
formagoes algébricas, todas legais, chegando em P(n + 1), isto é,

P(n+1) é um consequente Idgico de P(n). Entdo, pelo teorema da
inducao finita,

Vn>3; (2" < (n)!) == s, > t,

n
(c) Defina S,, = Y si e calcule os quatro primeiros termos desta su-
k=0
cessao.

Solugao: 3 E a soma de uma das colunas de tabela feita acima.

0
So=> =1
k=0
1
Si=) =2
k=0
2
So =13 =25
k=0
3
Ss=3 =275
k=0
4
Si= 3 =2.875
£=0
n
(d) Defina T,, = > 1 e calcule os quatro primeiros termos desta su-

B k=0
cessao.

Solugao: 4 E a soma de uma das colunas de tabela feita acima.



—95 Solugao: 6 A demonstracao da existéncia dos nimeros n; é seme-

2
L= =0 ’ lhante a que fizemos para as poténcias de 2, por indugdo, depois de
3 descoberto quem € m;. Apenas para ganhar tempo vamos encontrar
T3 = = = 2.6(6) estes numeros com um programa de computador:
4 e caso 2%, foi feito acima, ny = 4
Iy = 1;_:0 = 2.708(3) o caso 3%, usando o mesmo programa
k_ax i
n 0 1 1
(e) Defina S,, = Y si e calcule os quatro primeiros termos desta su- 1 0.3833333333 1
cessio. =0 2 01111111111 .5
Sugestao calc < sucessao.calc g 0.0370370370 0.1666666666
gestao ca
4 0.0123456790 0.0416666666
k S(k) T(k) 5 0.0041152265 0.0083333333
0 1 1 6 0.0013717421 0.0015888888
1 15 2 7 0.0004572473  0.0001984126
2 L7 2.5 8 0.0001524157 0.0000248015
j j-i ;g . z g’ g ?(3) 9 0.0000508052  0.0000027557
Solugdo: 5 ysers 2.71(6) . " 41 i
6 1984375 9 7180{5) €aso 47, usanao o mesmo fmgmma )
7 1.9921875 2.7182539682 ax kL
8 1.99609375  2.7182787698 z 1
9 1.998046875  2.7182815255 25 1
10 1.9990234375 2.7182818011 0.0625 0.5
0.015625 0.1666666666
o 0.00390625  0.0416666666

(f) Estimativa do nimero e Mostre que

i. Se
1 ~ "1
Sk:—Qk%Sn=§ sk;Tn:§ B

k=ngo k=ng

Mostre que que existe ng T,, =< S,

Sk:%;Sn:ZSk§Tn:Z%

k=nq k=n1

ii. Se

Mostre que que existe ny T, =< S,

iii. Se
n

1
Sk:E§Sn:ZSk'

k=nso k=no

=

Il
NE
=

Mostre que que existe ng 1), =< S,

iv. Use uma soma adequada para encontrar uma estimativa para o

ndmero
oo
1
e=> 4
k=0

n4:9

.0009765625

0.0083333333
0.0002441406
0.0000610351
0.0000152587

0.0013888888
0.0001984126
0.0000248015

N RS RS TR N N T S

0.0000038146

0.0000027557

e caso 5%, usando o mesmo programa



L I

0 1 1

1 0.2 1

2 0.04 0.5

8 0.008 0.1666666666666
4 0.0016 0.0416666666666
5 0.00032 0.0083333333333
6 0.000064 0.0013888888888
7 0.0000128 0.0001984126984
8 0.00000256 0.0000248015873
9 0.000000512 0.0000027557319

e ~ 2.71828182619849286515 +
e ~ 2.71828182619849286515 + 0.00000000512

11
12 1
51211

e ~ 2.71828183131849286515

o
Nt
3
|
-

>~
Il

10 0.0000001024
11 0.00000002048 0.000000025052
12 0.000000004096 0.000000002087
18 0.0000000008192  0.000000000160
14 0.00000000016584  0.000000000011

0.000000275573

ny = 12
estimativa do nimero e Nao temos nenhuma técnica para calcu-
lar as somas parciais
n
1
>
k=0

mas temos um meio indireto para obter uma estimativa do seu

valor.

Vimos que as distintas poténcias dos numeros naturais eram

maiores que o fatorial até certo ponto e podemos usar isto para
[eo]

calcular uma aprozimacdo para a série Y %

k=0
Veja a sequinte sucessdo de cdlculos que sugere como se pode
fazer a estimativa:

T S B (2.16)
e R (2.17)
T I Y (2.18)
stz + g > 5 + 13- (2.19)

(2.20)

Estas observacoes permitem encontrar wm majorante bastante
preciso para a série dos inversos dos fatoriais uma vez temos
séries geométricas cujos limites sdo conhecidas para servir de
magorante. Substituiremos a série dos inversos dos fatoriais pela
série geométrica de Tazdo % a partir de k = 12 porque a partir
desta ponto a série geométrica € maior do a série dos inversos

dos fatoriais.

ex Y G+ > & (2.21)
=1

=
> 3
iy

e o
RN
M7 M0
o —= =

=

e
[N

w

2. Prove as seguintes identidades:

$
=
3

Il

—
ES

3

|
=
—
o

B — (6n*—15n°+10n2—1)n

30

(2.22)

(2.23)
(2.24)

Solugao: 7 O método em todos os casos é o da indugao finita, faremos a

ultima.

A afirmagao que desejamos demonstrar é
n—1

Pn)~ Y k*
k=0

Aplicando a hipdtese de indugao finita

— (6n'=1507 41007~ 1)n

30

i pa_ (60t +150% + 1002 — )n _
k=0

30

=1

Se, ainda, valer a hipétese de indugao finita poderemos escrever I usando

a expressio de P(n + 1)

30

= (6(n+1)*—15(n+1)> +10(n+1)2 = 1)(n + 1)
J=) k=

Desejamos mostrar que I = J. Desenvolvendo J. Vamos omitir o deno-
minador comum, 30, nos cdlculos, quer dizer que iremos encontrar 30 x [

em vez de I.

6 (1 4 6 4 1 0)
15 ( 18 8 1 0
6 ( 14 6 4 1)
10 ( 1 2 1 0
15 ( 18 3 1)
( -1 0)
10 ( 12 1)
( 6 15 10 0 -1 0) ~30x1I)



301 =6n°+ 150t +10n3 —n (2.25)
I = (6n4+15n‘;?)»10n271)n (226)

3. Célculo de somas Em questdo anterior foram demonstrados resultados,
(quatro exemplos), associados a um tipo especial de serie. Vamos desco-
brir aqui um teorema associado a estes exemplos.

(a)

()
(f)

Prove que se P for um polinémio do grau n entao
Q(z) = AP(x) = P(z + 1) — P(x)

é um polinémio do grau n — 1.

Prove que existe um polinémio do grau n tal que
2" = AP(z) = P(x 4+ 1) — P(z)

Mostre que se P for um tal polinémio, entao R(z) = P(x)+k também
é solugao da identidade anterior.
Baseado nos quatro exemplos referidos, quais das afirmagoes seguin-
tes parecem verdadeiras:
i. Dado um polinémio de grau @ de grau m, existe um polinémio
P de grau m — 1 tal que Q = AP
ii. Dado um polinémio de grau ) de grau m+1, existe um polinémio
P de grau m — 1 tal que Q = AP
iii. Dado um polinémio de grau @ de grau m—1, existe um polinémio
P de grau m tal que Q = AP
iv. Seja @ for o polinémio Q(z) =z
grau m tal que Q = AP

m=1 " existe um polindmio P de

Expanda a soma abaixo usando expressao obtida anteriomente e ve-

rifique que
n—1

> kP = P(n) — P(0)

k=0

Enuncie um teorema a respeito das somas de poténcias baseado nos
quatro exemplos acima envolvendo grau de polinémios.

Demonstre o teorema.

Solugao: 8 (a) Um polinémio de grau n é uma expressao da forma

P(z) = apz™ + -+ a1z + ag

(b)

Da dlgebra de polinémios, sabemos que a soma de dois polinémios
€ um polinémio cujo grau € no mdzrimo o maior dos graus dos po-
linomios envolvidos, portanto AP(z) = P(z + 1) — P(z) € um po-
linémio de grau no mdximo n = grau(P), veremos logo que grau(AP(z)
n—1.

Do exposto vemos que os coeficientes de menor grau serdao de pequeno
interesse, (ou nulo), para demonstrar o que precisamos e podemos
assim considerar

P(z) = apa™

tomando como nulos todos os coeficientes de grau inferior a n. Cal-
culando

AP(z)=P(zx+1)— P(x) = ap(x + 1)" — apz™
AP(z) =a, Y Ckan=F —q,z"
£=0

AP(z) = a,(Co2™ + Zn: Ckan=F) — q, 2™
k=1
AP(z) = a, (2" + i Cha™=F) — apa”
k=1

AP(z) = apz™ + a,z™( Y CFa™ k) —a,am
k=1

AP(z) = a,z( Y Ckan=F)
k=1

e portanto AP(x) € um polinomio de grau n — 1 como queriamos.
Se tivessemos considerado os demais termos na forma original de P,
no mdximo teriamos uma expressao algébrica mais complicada para
um polinomio de grau menor ou igual a n — 1.

Dado um nimero inteiro n, queremos provar que existe um polinémio
P tal que AP(z) = 2™~ 1. Do item anterior sabemos que grau(P) =
n

P(z) =ana"™ 4+ +a1x + ap

Conquanto ndo seja fdcil escrever-se uma “férmula” para resolver
esta questdo, podemos rapidamente chegar num algoritmo prdtico ba-
seado no triangulo de Pascal. Observe que a diferenca torna o termo
ag qualquer, porque ele vai ser cancelado, podemos considerar

a0:0

Plz+1l)=an(z+1)"+ - +ai(z+1)

tem como “matriz” todos as linhas do triangulo de Pascal desde a
linha de ordem n até a linha de ordem 1, cada uma delas multiplicada



pelo coeficiente do grau correspondente a ordem. Veja o exemplo no
caso da termina¢ao de P para calcular as quinta potiicias. P wvai
ser um polinomio do grau 6, veja que, ao efetuarmos a diferenca
AP = P(zx + 1) — P(x), todos os coeficientes de P serdo subtraidos
da expansio de P(x + 1) o que signfica que os nimeros lideres de
cada linha do triangulo de Pascal, C,]j, serdo cancelados:

ag (6 15 20 15 6 1)

as (5 10 10 5 1)
a4 (4 6 4 1)
as (8 38 1)
as (2 1)
a1 (1)

a0 0 0 0 0

Com base neste “esquema” facilmente podemos resolver o sistema de
equagoes, calculando, sucessivamente, a partir do valor de ag:
b6ag =1 = ag = %
15a6+5a5:0:>5a5:—%:>a5:—
20&6 -+ 10&5 —+ 4a4 =0

20 _ 10 _

F -3 + 4(14 = 0
doy=-R+ 0 —a =3
15a¢ + 10a5 + 6a4 + 3az =0

15 _ 10 , 30 _

6 2 + 12 + 3@3 = 0
S 5+2+43a3=0=a3=0
6ag + Has + 4ag + 3az + 2a2 =0

SIS

1-2 42420 =0=a=-3
=kt E-b+d
a1:0

P(QS’) — 228 76.1751;5.1747.1'2

e consequentemente
>k =P(n+1)—P(0) = P(n+1)
k=1

Com uma linguagem de programacdo, como calct, teremos
Soma das quinta-poténcias de 1 até 10:

10
Calculando com o somatorio : > k° = 220825
k=1

4Execute em Linux calc < lista.calc, se lista.calc estiver no disco. Ele deve acompa-
nhar este livro

Usando a expressio polinomial:P(n + 1) = 220825
O programa:

define f(n)
{

return (2*power(n,6) - 6*power(n,5) + 5*power(n,4) - power(n

}
define S(n,soma,k)

k = 0;soma = 0;
while (k <=n)

soma = soma + power(k,5);
kt+;
}
return soma;
}
printf(”Soma das quintas potencias de 1 ateh 10 7);
printf(” Calculando com o somatorio :”);
5(10,0,0);
printf(”Usando a expressao polinomial: ”);
(11);

quit

A solugao geral, solicitada pela questao, € dificil de ser formalizada.
Das experiéncias que fizemos acima podemos propor o seguinte al-
goritmo para a determinagao da soma das poténcias p dos numeros
naturais de 1 até n: -
o A diferenca AP(x) = P(xz + 1) — P(z) € um polindmio de grau
imediatamente inferior ao de P e nela desaparecem os termos de
maior grau dos desenvolvimentos de (z + 1)*portanto,

P(z) = Zakmk = AP(z) = Z[ak(JE +1)F — aat]
k=0 k=0

e Como (z + 1)F tem por coeficientes as linhas de ordem k do
triangulo de Pascal, escrevemos o triangulo até a ordem n, omi-
tindo os termos da forma C’]’j que sdo os coeficientes de apx® e
a linha de ordem zero que corresponde ao ayg.

e A dltima linha do “esquema” sdo os coeficientes do polinémio
que desejamos somar (ndo precisa ser exatamente as poténcias p
dos nimeros naturais... mas ndio vale a pena esta generalizacdo
porque ele se deduz da presente solugdo).

e Cada linha deve ser multiplicada por ar, em que k € a ordem da
linha e 0 “esquema” assim obtido deve ser somado coluna por co-
luna para igualar com o correspondente elemento da ultima linha



formando assim um sistema de n — 1 equagdes para determinar
as incognitas
Ap—1,0np—1,...,02,071
e A matriz deste sistema € triangular superior estando na diagonal
0S8 numeros

Gt =G =1, O = 2,0 =1

n

portanto o determinante € n! e assim o sistema tem solu¢ao
unica. Se considerassemos o coeficiente ag o sistema ficaria inde-
terminado, cada valor escolhido para ag seria uma nova solugao
possivel.

(¢) Sio verdadeiras as duas ltimas afirmagoes.
(d) Como, para cada valor de k tem-se

kP = P(p+1)— P(p)

ao somarmos restard apenas P(n + 1) — P(0).

Exemplo: 11 Soma de um polinémio qualquer

A generaliza¢do do problema acima € initil, como veremos neste exemplo.
Suponhamos que se deseje calcular

> Q(k)

k=0

n

em que Q € um polinémio de grau p. Mas como Q é um polinémio, este
problema se subdivide em p 4+ 1 somas todas do tipo estudado acima.

a
. Escreva uma soma de Riemann para [ 22 e verifique que

0
Solucgao: 9
[2* =S, =Az 3 (0+kAz)*; Az =12
0 k=0
S, = Az S (kAz)?) = Az® S k2
k=0 k=0
S, = g ne=l@n-l) _ o, _1)(2n - 1)n
{13
Sn ~ 3

a ultima linha foi obtida pela equivaléncia do comportamento assintético
de Sy,.

5. Solugao: 10 Resolvido no item anterior.

2.8 Sucessoes geradas por somas de Riemann

Em vérios pontos deste livro fazemos referéncia & somas de Riemann como um
método para construir sucessoes. Este fato serd usado mais a frente na obtengao
de férmulas de integragao.

Vamos aqui registrar alguns testes feitos por programas de computacao que
podem servir para sua andlise, na falta de um computador para fazer as ex-
periéncias, ou podem servir de guia para que vocé repita as experiéncias com o
programa que se encontra ao final desta segao.

2.8.1 Amostragem estatistica com somas de Riemann

1
1. fl‘2
0

Funcdo f(z) = 22

Intervalo [0, 1]

O inicio do intervalo de integracao 0
O fim do intervalo de integracao 1

Inicio dos testes

deltax = 0.1
valor da SR 0.385

deltax = 0.01
valor da SR 0.32835

deltax = 0.001
valor da SR 0.3328335

deltax = 0.0001
valor da SR 0.333383335




deltax = 1e-05
valor da SR 0.333338333349

deltax = 1e-06
valor da SR 0.333332833334

Intervalo [—1, 1]

O inicio do intervalo de integragao -1
O fim do intervalo de integragao 1

Inicio dos testes

deltax = 0.1
valor da SR 0.77

deltax = 0.01
valor da SR 0.6667

deltax = 0.001
valor da SR 0.666667

deltax = 0.0001
valor da SR 0.66676667

deltax = 1e-05
valor da SR 0.666676666699

deltax = 1e-06
valor da SR 0.666666666668

Funcdo f(z) = 2?
Intervalo [0, 2]

O inicio do intervalo de integragao 0
O fim do intervalo de integragao 2

Inicio dos testes

deltax = 0.1
valor da SR 2.47

deltax = 0.01
valor da SR 2.6467

deltax = 0.001
valor da SR 2.668667

deltax = 0.0001
valor da SR 2.66686667

deltax = 1e-05
valor da SR 2.6666466667

deltax = 1e-06
valor da SR 2.66666866655

Funcdo f(z) = 22
Intervalo [0, 10]

O inicio do intervalo de integragao 0



O fim do intervalo de integragao 10

Inicio dos testes

deltax = 0.1
valor da SR 338.35

deltax = 0.01
valor da SR 333.8335

deltax = 0.001
valor da SR 333.383335

deltax = 0.0001
valor da SR 333.33833335

deltax = 1e-05
valor da SR 333.333833324

deltax = 1e-06
valor da SR 333.333383359

8=

1

e

Funcdo f(z) =1

x

Intervalo (0, 1]

O inicio do intervalo de integracao 0
O fim do intervalo de integragao 1

Inicio dos testes

deltax = 0.1
valor da SR 2.92896825397

deltax = 0.01

valor da SR 5.17737751764

deltax = 0.001
valor da SR 7.48447086055

deltax = 0.0001
valor da SR 9.78760603604

deltax = 1e-05
valor da SR 12.0901461299

deltax = 1e-06
valor da SR 14.3927257229

Os valores das somas de Riemann associadas a integral

1
1
T
0
no intervalo (0, 1) néo parecem convergir, aparentemente crescem “como’

uma progressao aritmética de razao 2. Estes dados nao sao conclusivos, é
uma amostragem muito pequena. Teremos que provar que isto é verdade.

”

1 —In(2)

x

Funcao f(x) = %
Intervalo [1,2]

O inicio do intervalo de integracao 1
O fim do intervalo de integracao 2

Inicio dos testes

deltax = 0.1
valor da SR 0.718771403175

deltax = 0.01



valor da SR 0.695653430482

deltax = 0.001
valor da SR 0.69389724306

deltax = 0.0001
valor da SR 0.693222181185

deltax = 1e-05
valor da SR 0.693149680565

deltax = 1e-06
valor da SR 0.693147930576

Valor para comparagao obtido com uma méquina de

.69314718055994530942

calcular: [n(2)

O inicio do intervalo de integragao 1
O fim do intervalo de integracao 3

Inicio dos testes

deltax = 0.1
valor da SR 1.13268554362

deltax = 0.01
valor da SR 1.10528636266

deltax = 0.001
valor da SR 1.09927902941

deltax = 0.0001
valor da SR 1.09864562274

deltax = 1e-05
valor da SR 1.09861562201

deltax = 1e-06
valor da SR 1.09861262202

In(3) = 1.0986122886681096914

Funcdo f(z) =1
Intervalo [1, 4]

O inicio do intervalo de integragao 1
O fim do intervalo de integracao 4

Inicio dos testes

deltax = 0.1
valor da SR 1.42457478497

deltax = 0.01

valor da SR 1.39255217354
deltax = 0.001

valor da SR 1.38691943924

deltax = 0.0001
valor da SR 1.3863318619

deltax = 1e-05
valor da SR 1.38629811112




deltax = 1e-06
valor da SR 1.38629473613

In(4) = 1.38629436111989061883

10

. [ 1 =1n(10)
i

Fungdo f(z) =1
Intervalo [1, 10]

O inicio do intervalo de integragao 1
O fim do intervalo de integracao 10

Inicio dos testes

deltax = 0.1
valor da SR 2.35840926367

deltax = 0.01
valor da SR 2.30809334291

deltax = 0.001
valor da SR 2.30313517549

deltax = 0.0001
valor da SR 2.30264009382

deltax = 1e-05
valor da SR 2.30259059301

deltax = 1e-06
valor da SR 2.30258564295

In(10) = 2.30258509299404568402

10.

11.

Fungao f(z) = -
Intervalo [1, 10]

O inicio do intervalo de integragao 1
O fim do intervalo de integragao 10

Inicio dos testes

deltax = 0.1
valor da SR 0.952161690184

deltax = 0.01

valor da SR 0.905066649667
deltax = 0.001

valor da SR 0.9005051665

deltax = 0.0001
valor da SR 0.900050501665

deltax = 1e-05
valor da SR 0.900005050015

deltax = 1e-06
valor da SR 0.900000505

Conclusao: aparentemente as somas de Riemann associadas a esta integral
produzem uma sucessao convergente. O valor da integral é o limite destas

sucessoes.
20

[ 3

1

Fungdo f(z) = &
Intervalo [1,20]



12.

O inicio do intervalo de integragao 1
O fim do intervalo de integragao 20

Inicio dos testes

deltax = 0.1
valor da SR 1.00153814848

deltax = 0.01
valor da SR 0.95500416425

deltax = 0.001
valor da SR 0.950498916646

deltax = 0.0001
valor da SR 0.950050126666

deltax = 1e-05
valor da SR 0.950005012518

deltax = 1e-06
valor da SR 0.95000050127

Conclusao: aparentemente as somas de Riemann associadas a esta integral
produzem uma sucessao convergente. O valor da integral é o limite destas
sucessoes.

Funcdo f(z) = %
Intervalo [1,50]

O inicio do intervalo de integracao 1
O fim do intervalo de integragao 50

Inicio dos testes

13.

deltax = 0.1
valor da SR 1.03164334348

deltax = 0.01

valor da SR 0.9850186662
deltax = 0.001

valor da SR 0.980500366665

deltax = 0.0001
valor da SR 0.980049981667

deltax = 1e-05
valor da SR 0.980004998018

deltax = 1e-06
valor da SR 0.980000500219

Conclusao: aparentemente as somas de Riemann associadas a esta integral
produzem uma sucessao convergente. O valor da integral é o limite destas
sucessoes.

Mais, as integrais

10 20 50
1 1 1
22 ) 22 | a2
1 1 1

aparentam convergir para o mesmo valor. Isto é verdade e tem que ser
demonstrado. A verdade é mais forte: a integral desta fungéo, na semireta
[1,00) converge para um valor parecido com este limite que estd sendo
sugerido: 1 Isto precisa ser demonstrado:




Fungdo f(z) =
1.1]

Intervalo [

O inicio do intervalo de integracéo -1
O fim do intervalo de integragao 1

Inicio dos testes

deltax = 0.1
valor da SR 5.19229685853e+30

deltax = 0.01
valor da SR 1.76424960684e-+28

deltax = 0.001
valor da SR 1.2876921963e+27

deltax = 0.0001
valor da SR 1.13613971721e+22

deltax = 1e-05
valor da SR 2.72331234923e+18

deltax = 1e-06
valor da SR 1.59490943152¢+16

Conclusao: aparentemente as somas de Riemann associadas a esta integral
NAO produzem uma sucessao convergente. A integral ndo converge, ou
simplesmente, a integral nao existe Isto precisa ser demonstrado e serd
feito mais a frente.

Observagao: 10 Inferéncia estatistica e demonstragao

Aqui temos, de um lado, a diferenca entre a Matemdtica e as ciéncias experimentais.
Um bidlogo, um fisico, um quimico, faz experiéncias no laboratério e demonstra os resulta-
dos usando os métodos da estatistica. E algo parecido com wma "pesquisa de opinido nos
processos eleitorais”se for conduzida com seriedade. Amostragem é um método da Estatistica
para inferir uma afirmacdao verdadeira de uma “populagdo”. “popula¢do”é o nome técnico
de uma "regiao”(geometria), de um “tipo de particulas (fi’sica), de um “tipo de material
quimico” (quimica), de um “tipo de células, virus, bactérias...” (biologia).

Em Matematica também podemos usar estes métodos para descobrir um teorema. Depois
temos que lhe aplicar as regras ldgicas e mostrar que ele é verdadeiro a partir de outros

teoremas da teoria em que ele vai se enquadrar. Um exemplo disto € uma pesquisa que vem
sendo realizado hd alguns anos por matemdticos da drea de Teoria dos numeros. Eles estdao
usando uma rede de computadores para gerar numeros primos e estao procurando uma lei de
formagao para (eles esperam) algumas cadéias de nimeros primos. Até agora descobriram
algumas relagdes e parece que algumas delas jd foram demonstradas.

2.8.2 Um programa para executar os testes com somas de
Riemann

Abaixo vocé tem uma ‘folha de trabalho” na linguagem Python. Se vocé copiar
o texto para o arquivo riemann.py poderd executd-lo com

python riemann.py
numa shell do Linux.

O resultado serd semelhante aos testes apresentados acima. Além disto vocé
poderd introduzir modificagées na “folha de trabalho”, trocando as definigbes
das fungoes ou a precisao do deltax, para produzir outros testes.

Vocé pode se dirigir ao autor, tarcisio@member.ams.org e pedir uma cépia
dos programas deste livro. Se vocé copiar os programas manualmente, observe
a tabulag@o que a linguagem Python ¢ sensivel a tabulagao.

#+# Calcula somas de Riemann

def riemann(f, inicio, fim,deltax):
soma = 0;
while inicio < fim:
soma = soma -+ f(inicio)
inicio = inicio + deltax
soma = soma*deltax
return soma

def 1 (x):

return x*x

def £3(x):

return x

def f4(x):
return

def inv(x):
if x==0: y=0
else: y = 1./x



return y

#44# area de comandos (scripts).

### Na linha

#+44# print ”valor da SR 7, riemann(f2,inicio,fim, deltax)
##+4 troque {2 pelo nome da funcao cuja soma de Riemann voce
H#H4 testar

inicio = input(” O inicio do intervalo de integracao ")

fim = input(”O fim do intervalo de integracao ”)

print ”Inicio dos testes ”

print "= ==== ======== === ====
deltax = 0.1

H#H##

##+4# Calcula somas de Riemann até que deltax

##+# seja menor que 0.000001.

while deltax > 0.000001:

print ”deltax = 7, deltax
print ”valor da SR 7, riemann(f2,inicio,fim, deltax)
print - -7

deltax = deltax/10

2.9 Construgao dos niimeros reais pelo método
de Cauchy.

Este é um projeto que extrapola o programa da disciplina “Célculo Diferencial e Integral”.
Nés vamos aqui apenas delinear o projeto indicando as etapas. No livro contendo a solugao
dos exercicios, vocé podera encontrar o projeto desenvolvido resumidamente.

1. uma classificagdo das sucessoes. Construa uma classificacdo das sucessoes,
escolha um método qualquer e crie uma classificagao.

2. use os conceitos crescente, monétona, decrescente, oscilante,
limitada, n8o limitada para criar uma classificagdo para as sucessoes.
Tente definir o conceito comportamento assintético. Reconstrua sua
classificagao.

3. sucessao de Cauchy, defina este conceito. Verifique que algumas das clas-
ses defindas anteriormente caem na classe das sucessoes de Cauchy.

4. O conjunto C(IN) das sucessdes de Cauchy é um anel com divisores de
zZero.

5. Solucdo para o problema dos divisores de zero é considerar equivalentes as
sucessoes que tenham mesmo limite. Porque aquelas que se anularem

em alguns pontos, mas nao tiverem um comportamento assintético nulo,
deixarao de anular a partir de um certo ponto. Este comportamento as-
sintético é o que chamamos de limite. Isto resolve o problema dos divi-
sores de zero, quer dizer que “C(N)/ =” o conjunto das classes de
equivaléncia médulo-relagio de equivalénciaé um anel sem divisore
de zero no qual todos os elementos tem inversos, logo um corpo, isto é
R. Mostre isto em todos os detalhes, (escreva um livro...).
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Capitulo 3

Introducao a Integracao.

3.1 A integral de Riemann

Neste capitulo vamos discutir a integral que foi apresentada, até agora, de
forma intuitiva e geométrica.

Vamos descrever, com alguma simplicidade, o método de integracdo, atri-
buido ao matemético alemao, Bernard Riemann, as somas de Riemann, como
aproximagao para o calculo da integral.

Aqui definiremos a integral como se costuma estudar nos cursos de Cdlculo
Diferencial e Integral e faremos alguns calculos ntimericos de integrais. Em
capitulo mais a frente voltaremos o assunto associando a integral e a derivada
quando mais alguns resultados poderao entao ser deduzidos inclusive um te-
orema denominado Teorema Fundamental do cdlculo contendo uma férmula
para calculo de integrais.

Neste capitulo vamos aprofundar o significado de

enunciando assim, uma primeira versdo do Teorema Fundamental do Célculo.

3.2 Integracao geométrica.

Vamos comegar calculando aproximadamente vérias integrais para tornar “mecanico” o uso
da “soma de Riemann” como método de aproximacao de integrais.

Neste livro a integral representa a area algébrica delimitada pelo grafico de uma fungao f
entre dois pontos dados de seu dominio, esta é a forma de se interpretar a integral no Célculo:

b

o simbolo f f representa esta drea limitada pelo grafico de f e o eixo OX desde x = a até

a

Exercicios: 20 Cadlculo aproximado da integral

1. Represente geométricamente as sequintes integrais:
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W [4 Wit o4
—3 0

3

d)_f34a: e)_f24x f)0f4x

10 10 —3
g) [4z+3 k) [ 4z -3 i) [3—4x
-3 -1 3
3 3 0
j) [z+4 k) fz—4 ) [4—=
3 0 -3
3 3 0
m) [22+2z+1 n) [1—2® o) [22—4
=3 0 3

2. Calcule as integrais indicadas na questao anterior que vocé souber calcular.

3. Calcule aproximadamente as integrais:
3 3 3
a) [22+2zx+1 b) [1—2® ¢) [4—2a?
-3 0 -3

Faga, por exemplo, uma aprorimacdo das dreas com retangulos,trapésios
ou triangulos, conforme for conveniente.

4. Como
flx)=a2*+20+1=h(z)+g(x) +r(z); hz) =2%g(x) = 2z; r(x) =1

entdo se convenga, com auzilio de grdfico, que

b b b b
/1’2+2x+1:/x2+/2x+/1
a a a a

3.3 Expressao formal do calculo da integral

Noés ainda nao sabemos calcular as tres integrais

3 3 3
Ja242w+1 [1-22 [4-g2
-3 0 -3

Sao regides limitadas por contornos nao retilineos. Neste momento tudo que podemos
fazer é calcular estas dreas aproximadamente. Isto serd ilustrada em detalhe mais abaixo e
serd discutido com mais profundidade em outro capitulo.

Uma simples observagao pode entretanto nos dar subsidios para um passo mais além. Veja
que

F@) = a? + 22+ 1 = gla) + h(z) +r(x) ; g@) = a? ; h(z) =22 ; r(z) = 1

Uma soma de fungoes, logo a drea entre f e o eixo OX vai ser a soma das dreas de g, h,r
limitadas pelos respectivos graficos e o eixo OX.

Simbolicamente:
3 3 3 3
/m2+21+1:/x2+/21+/1,
-3 -3 -3

-3
Pelo menos duas dessas integrais sao faceis de calcular, assim dividimos a dificuldade em
pedagos...

b
Para calcular aproximadamente f f podemos subdividir a regido em triangulos, retangulos

a
ou trapésios, conforme a conveniéncia ou de acordo com as possibilidades geométricas da

figura. Entretanto ndo se ganha muito com este detalhe, muito mais se ganha na quantidade
de subdivisées, e, naturalmente com o uso de um programa de computador. A expressdo
formal que se presta facilmente para se utilizar num programa é uma soma de Riemann.
Experimente as fungoes riemann(), riemann_grafun() no arquivo riemann.py. Digite python
riemann.py depois de editar o arquivo. Vejas as tltimas linhas do mesmo.

As somas de Riemann usam exclusivamente retangulos. Para obter estes retangulos, se
sub-divide o intervalo [a, b] em n sub-intervalos

a b

as subdivisdes satisfazem a uma progressao aritmética de razao Az = b;—a. Este valor Az é

também o tamanho, (medida), da base de cada um dos sub-intervalos.
Os pontos que marcam as sub-divisdes sao:

a,a+ Az,a+ 2Az,a+ 3Az,---a+ kAz,---,a+ (n—1)Az =b— Az

Na figura (fig. 3.1) pdgina 101, vocé pode ver os retangulos de base 0.5 na aproximagao
da integral. Veja também uma aproximagao ”mais fina” (ou mais precisa) na (fig. 3.2) pagina
106

Figura 3.1: Soma de Rieman para a fungdo y = 0.5sen(6z)+9 — 22 com passo de integracao
0.2

29

Observe que o ultimo “né” nao é b, mas sim “b — A”. Para cada uma dessas bases,
consideraremos a altura f(a + kAz) em que k varia desde 0 até n — 1 :

f(a), fla+ Az), f(a+ 2Ax),--- fla+ kAz), -, f(a+ (n — 1)Az).



Quer dizer que os retangulos tem por drea:
fla)Az, f(a+ Az)Az, f(a+ 2Az)Az,--- fa+ (n — 1)Az)Az

A soma destas dreas é o valor aproximado da integral:

Defini¢ao: 9 Soma de Riemann.

Na proxima segao alguns célculos feitos com um programa em Python vao ilustrar nume-
ricamente e graficamente o significado da soma de Riemann

Exercicios: 21 Ezxpressao formal do cdlculo da integral

1. Escreva somas de Riemann, com 10 sub-intervalos, para aprorimar cada
uma das integrais abaixo:

3 3 3
a) [22+2z+1 b) [1—2® ¢) [4—22
3 0 3

2. Re-escreva as somas de Riemann aumentando a precisdo, de modo que
os sub-intervalos tenha medida 0.1 Use uma calculadora ou computador e
calcule estas integrais.

3. Descubra experimentalmente um ponto e € R tal que

4. Verifique que das duas somas de Riemann abaizo, uma fornece uma apro-
ximagdo por falta e a outra por excesso da integral

1 n—1

0 0

2T

S|
2l

S|

n
>

1
identifique quem é quem. Use riemann() in riemann.py.

5. Verifique que das duas somas de Riemann abaizo, uma fornece uma apro-
ximagdo por falta e a outra por excesso da integral

1 n—1 n

kP 1 kP 1

P, peN; p>1; —— ——

/ p p ;ni’n T nPn
0

identifique quem é quem . Use riemann() in riemann.py.

10.

11.

12.

13.

1
Verifique experimentalmente (somas de Riemann) que fo = 1 Use
0

riemann() in riemann.py.

soma de RiemannProve a desigualdade:

n—

1 1 n
k2<n3/z2<2k2
0 0

k= k=

—

soma de RiemannProve a desigualdade:

n

1 1
Zk3<n4/x3< K3
0

n
k=0 k=

—

soma_de RiemannProve a desigualdade:

k=0 ) k=1

soma de RiemannProve a desigualdade:

1
n—1
3w <np+1/xp <Y
k=0 o

soma de RiemannProve a desigualdade:

a

4 n—1 4 N

CN B [ a3 < LS8

i i
k=0 k=1

0

soma_de RiemannProve a desigualdade:

a
qpt1 ol atl s,
p p
D S R L
k=0 0 k=1

Ezpresse como uma soma de dreas de triangulos isdsceles, (ou de retdngulos0
uma aproxrimacao para a drea do circulo de raio 1.



3.4 Calculo “numérico” da integral

Vamos calcular as dreas dos retangulos f(z) = 22 + 2z + 1 Os dados tabelas
abaixo mostram a saida de dados de um programa em Python para o calculo

da integral do exercicio 3, com Az = 0.2.

O gréfico 3.2, pagina 106, mostra os retangulos cujas areas se encontram

calculadas abaixo. O grafico foi feito com auxilio do Gnuplot.
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= -3 f (x)*Delta
= -2.8 f(x)*Delta
=-2.6 f (x)*Delta
=-2.4 f(x)*Delta
=-2.2 f (x)*Delta
=-2.0 f (x)*Delta
=-1.8 f (x)*Delta
=-1.6 f(x)*Delta
=-1.4 f (x)*Delta
=-1.2 f (x)*Delta
=-1.0 f (x)*Delta
= -0.8 f(x)*Delta
= -0.6 f (x)*Delta
=-0.4 f (x)*Delta

= -0.2 f (x)*Delta
.0000003 f(x)*Delt
= 0.

f (x)*Delta
f(x)*Delta =
f(x)*Delta =
f(x)*Delta =
f(x)*Delta =
f(x)*Delta =
f(x)*Delta =
f(x)*Delta =
f(x)*Delta =
f(x)*Delta =
f(x)*Delta =
f(x)*Delta =
f(x)*Delta =
f(x)*Delta =
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= 0.8 soma acumulada

= 0.648 soma acumulada =
= 0.512 soma acumulada =
= 0.392 soma acumulada =
= 0.288 soma acumulada =
= 0. soma acumulada =
= 0.128 soma acumulada =
= 0.072 soma acumulada =
= 0.032 soma acumulada =
= 0.008 soma acumulada =
= 0. soma acumulada =
= 0.008 soma acumulada =
= 0.032 soma acumulada =
= 0.072 soma acumulada =
= 0.128 soma acumulada =
a = 0.2 soma acumulada
288 soma acumulada = 3
.392 soma acumulada = 4.
.512 soma acumulada = 4
.648 soma acumulada = 5
.8 soma acumulada = 6
.968 soma acumulada = 7
.152 soma acumulada = 8
.3562 soma acumulada = 9
.568 soma acumulada = 1
.8 soma acumulada = 13.
.048 soma acumulada = 15.
.312 soma acumulada = 17.
.592 soma acumulada = 19.
.888 soma acumulada = 22.

deltax = 0.2\index{integral!aproxima\cedi\~ao}

Valor aproximado da integral 22.84

Repetindo os célculos com valores menores para o Az temos o seguinte:

a base de cada retangulo eh deltax = 0.12

=0.8
.448
.96
.352
.64
.84
.968
.04
.072
.08
.08
.088
.12
.192
.32

= 3.52

W WWwwWwwwwwhNNDNDNE -

.808

.712
.36
.16
.128
.28
.632

048
36
952
84

o valor da integral aproximado eh = 23.2944
\index{integral!aproxima\cedi\~ao}

a base de cada retangulo eh deltax = 0.06

o valor da integral aproximado eh = 23.6436
\index{integral!aproxima\cedi\~ao}

a base de cada retangulo eh deltax = 0.006

o valor da integral aproximado eh = 24.060036

O valor exato desta integral é: 24, e um programa em Python para calculd-la,
aproximadamente, é:

Exemplo: 12 Um programa em Python para calcular integrais
## inicio do arquivo integral.py

def f(x):

return xz*r ## funcdo f a ser integrada.

def integral(f,inicio,fim):

inicio = input( “inicio do intervalo [a,b] — — > a=")
fim = input(“fim do intervalo [a,b] — — > b="
soma = 0

deltaz = 0.0000001 ## a precisdo do cdlculo.
while (inicio < fim):
soma = soma + f(inicio)
inicio = inicio + deltax
soma = soma*deltax
return soma

inicto = 0

fim =1

print integral(f,inicio,fim)

## fim do arquivo integral.py

Rode este programa assim. Na linha de comandos do LinuX digite:
$ python integral.py
Vocé pode alterar na definicio de f, veja no programa onde estd “def f(x)”, a equagao e
assim calcular outras integrais.
O programa pede os extremos do intervalo de integrag@o.

Observagao: 11 Comentando o programa

Ndo considere como ponto de honra entender um programa de computa¢do agora. O
autor deste livro levou quase 15 anos para conseguir entender os programas de computagdo...
Use os programas, e aos poucos eles passarao a fazer parte de sua vida.

Existe uma regra quase sem exce¢do, em Uniz (LinuX é Uniz). O simbolo # representa
comentdrio e o programa ignora o que vier depois deste sinal até o final da linha.

Assim podemos inserir nos programas comentdrios para o outros que forem usar os pro-
gramas. No programa vocé pode encontrar o comentdrio “a precisio do cdlculo”ao lado da
varidvel “deltax”. Esta € medida da base dos retangulos com a integral estd sendo calculada.
Troque por valor menor se quiser ter mais precisGo, mas verd que logo deiza de valer a pena,
porque a precisdo mdzima da mdquina serd atingida.
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Figura 3.2: Gréficos dos retangulos da soma de Riemann para f 22 422+ 1 com passo 0.2.
3

Entretanto se vocé iniciar os cdculos com valores maiores para “deltaz”, ao substituir
valores menores, verd que cdlculo se torna mais preciso. Experimente iniciar com

deltax = 0.1

e depotis o substitua sucessivamente por 0.01,0.001,0.0001 - -.
Se vocé tiver executado a experiéncia, lhe terd aparecido ante os olhos a sucessdo:

0.385,0.32835, 0.3328335, 0.333383335, 0.333338333349, 0.333332833334
1
correspondentes a f:E2 calculada com este programa em que usamos
0

deltazx € {0.1,0.01,0.001,0.0001,0.00001, 0.000001}

Se vocé for além mais um pouquinho terd a desgraddvel surpreza de ver que a mdquina
comega se perder... mas € bom que isto aconteca para que vocé desmistifique a mdquina.
Nés, e nao as mdquinas, sabemos com contornar esta dificuldade para obter precisoes ainda
maiores, mais isto nao cabe ser discutido aqui.

Na prézima lista de exercicios nds vamos usar o que o programa nos ofereceu, (supondo
que vocé tenha usado o programa, naturalmente).

Observe que a sucessGo das somas de Riemann parece produzir uma sucessdo de nimeros
com um comportamento assintético presivel.

Para uso no exercicio abaixo, use a seguinte versao do programal integral .py

Mais adiante vamos lhe apresentar uma outra alternativa computacional
usando uma “maquina de calcular” bem poderosa que pode estar instalada nos
computadores a que vocé tiver acesso.

10s programas usados neste livro podem ser conseguidos via e-mail com o autor.

Observe que o programa abaixo nao se encontra no arquivo riemann.py.
Vocé devera digita-lo e grava-lo em sua area de trabalho.
#+# inicio do arquivo integral.py

def f(x):
return x*x ## funcgdo f a ser integrada.

def integral(f,inicio,fim):
fim=1
soma = 0
deltax = 0.1; #+# precisao incial do céalculo.
while deltax > 0.0000001:
soma = 0
x = deltax
while (z < fim):
soma = soma + f(x)
x = X + deltax
soma = soma*deltax
print soma
deltax = deltax/2
return soma

print integral(f,inicio,fim)
#+# fim do arquivo integral.py

Esta versao difere da anterior nos seguintes pontos, agora “inicio”vale “del-
tax”e “fim=1", quer dizer que ele calcula

/1f(1')~

Além disto, o préprio programa sai dividindo sucessivamente “deltax”por dois,
vocé tem apenas que sentar-se e olhar o resultado...
Para rodar este programa faca o seguinte:

e Primeiro copie o texto do programa para um arquivo chamado integral. py.
Alternativa, arrume um disco com os programas com o autor do livro.

e Digite, numa “shell” do LinuX,
“python /home/seu-nome/calculo/integral.py”

porque estamos supondo que vocé estd trabalhando num diretorio cha-
mado “calculo” em sua drea de trabalho.



e Qualquer duvida, contacte tarcisioe-math.ams.org descrevendo cuidadosa-
mente a dificuldade encontrada. Junte cépia de eventuais mensagens de
erro.

Exercicios: 22 Cdlculo “numérico” da integral

1. Rode o programa integral.py com as integrais abaizo e decida em que
casos parece haver um comportamento assintotico.

1 1 1 1
ofa b [1 o) a3 d) [
0 0 0 0
1 1 1 1
o fot DIEL ) [ W [E
0 0 0 0

2. Ezistem exatamente trés casos em que o comportamento assintotico da
sucessao de Somas de Riemann fica indefinido. Tente encontrar uma ex-
plicagado.

b

3. Verifique que se, numa soma de Riemann para [ f, os sub-intervalos tive-

a
rem todos o mesmo tamanho b;—“ entdo a soma de Riemann é um multiplo

de b — a por uma média de valores de f, explicite que média € esta.

b

4. Usando o resultado do exercicio anterior, prove que se [ f existir, entdo
a

b

/f:M(bfa)

a
explicitando o valor de M.

5. parti¢ao do intervalo A metodologia usada pelo programa integral.py
consiste em, sucessivamente, dividir os intervalos na metade para obter
uma nova cole¢do de sub-intervalos para a soma de Riemann sequinte.
Considere a soma de Riemann

Z fla+ EkAz)Ax

n
k=1

e escreva a expressio da soma de Riemann em que Az’ é a metade de
__ b—a
Ar = =2,

6. Suponha que os valores
‘/07‘/15"'3‘/71—1

sa@o os resultados das medidas da velocidade de um carro tomadas a inter-
valos regulares (iguais) do tempo t € [a, b].

(a) Qual a velocidade média Vy, ?
(b) Qual distancia percorrida pelo veiculo?

(c) Expresse este valores numa férmula usando a expressao da integral.

7. Descubra, geometricamente, as solugoes da equagao:

9. Verifique quais das integrais abaizo € positiva:

a)Zfﬂac +sen(z) | b) fzx — cos(x)
0 0

Observagéo: 12 Particdo de um intervalo
Parti¢do, refinamento da parti¢cdo, sucessoes, fungdo escada.

3.5 Calculo de algumas integrais.

Vamos mostrar, com um exemplo, que em alguns casos é possivel calcular com precisao (exa-
tamente) a integral de uma fungao cujo gréfico nao é constituido de retas.

Nao vamos insistir nestas idéias no presente capitulo porque hd um capitulo mais a frente
em que retomaremos o céalculo das integrais quando entdo vocé serd conduzido as férmulas
de integracdo. Neste momento o objetivo estd bem indicado no titulo, “cdlculo numérico das
integrais”.

Entretanto, a base do que faremos no futuro estd aqui, nestes casos particulares que
estamos estudando.

Exemplo: 13 Area sob pardbolas

a
Vamos calcular a drea fm2 ;a > 0. Se dividirmos em n sub-intervalos o intervalo de

0
integragao [0, a] isto quer dizer que selecionamos n—1 pontos intermedidrios que chamaremos
“nés” entre 0 e a. Isto pode ser feito de muitas maneiras®, por exemplo, podemos subdividir
o intervalo em sub-intervalos de mesmo comprimento: % Neste caso 0s nds serdo:
Dizemos ainda que fizemos uma parti¢do no intervalo.
0 xa a 2a 3a na

0= 222 Baain>3
n n n n n

Podemos considerar retingulos que tenham por base cada um destes sub-intervalos e

f(%) como altura, ver (fig. 8.1) na pdgina 101.

2Veja aqui um exemplo da multiplicidade de representagio dos ntimeros, uma integral é
um ndmero.



ka

n

a

Cada retangulo terd por drea: ;f( ) em que k varia desde 1 até n. Temos assim:

2 2
A =2f(ke)y=akq (3.1)
Ay =12 =2l (3.2)
n n 3
sn=y Ap= )y k%3 (3.3)
k=1 k=1
sn = 2 fj k2 (3.4)
n — n o
k=1

Exemplo: 14 Cdlculo computacional
Com uma mdquina de calcular dotada de memdria, vocé pode descobrir um valor aproxi-

a
mado para fo para o valor escolhido para a, e um valor também escolhido de n, (precisao

0
escolhida).
Vamos usar n = 10 temos:

a3 a3
= —— (1422432 +---+10%) == ——395 = 0.395a°.
810 = oo (L 27 4374 +100) == 7555 “
1

Mais concreto, f% 0.395.

0
Com auztlio do computador as coisas ainda podem ficar mais claras. Vamos ver uma
alternativa aos programas em Python que lhe apresentamos acima. Aqui vamos usar uma
“mdquina de calcular” calc que pode estar instalada nos computadores a que vocé tiver
acesso. Se nao estiver, reclame.
Escolha o que lhe parecer mais facil de usar.
Se vocé tiver acesso a uma estagao LinuX digite o sequinte programa no arquivo denomi-

nado® “integral.calc”

soma = 0.

for (n=10; n<= 100; n++)
{

for (k=1; k<=n; k++)

{

soma = soma + kxk;

}

soma = soma/(n*n*n);
printf ("%f/n", soma);
}

e depois, numa area de trabalho, e no mesmo diretorio em que estiver o arquivo “integral.calc”,
digite:

calc < integral.calc
e vocé vai ver aparecer, ante os seus olhos, uma lista de nimeros o ultimo sendo

.33835033840119226453.
Se vocé trocar, na sequnda linha,
(n=10;n <= 100;n + +)

por
(n =10;n <= 1000;n + +)

3Um programa em C.

vocé poderd observar os primeiros algarismos se “acomodando” aos poucos® em cima de 3

porque “a tendéncia”, ou o comportamento assintdtico deste “processo”, consiste em que
todos os algarismos se tornem 3, quer dizer

1
/x2 ~ 0.333333333333333333

0
ou

e observe que na segunda equacg@o escrevemos “=" e nao ‘x”.

No exemplo, dissemos que a parti¢cdo do intervalo [a, b] pode ser feita de muitas maneiras.
Usamos uma maneira em que os sub-intervalos todos tem mesma medida. Quando se faz assim,
se diz que a parti¢ao é uniforme. Este é um caso particular de particionamento de intervalos,
quando fazemos demonstra¢des usamos um formato mais geral que nao discutiremos neste
livro.

Exercicios: 23 Sucessoes de somas de Riemann

1. Escreva uma sucessdo de somas de Riemann, associadas a partigdes uni-
formes do intervalo [0,1] para cada uma das fungées abaizo e deduza uma
lei.

(a) fungdes constantes.
(b) flx) ==
(c) fx)=2a™; n<2.

2. Escreva uma sucessdo de somas de Riemann, associadas a particoes uni-
formes do intervalo [0, a] para cada uma das fungées abaizo e deduza uma
lei.

(a) fungdes constantes.
(b) f(z) ==
(c) f(z)=a™; n<2

3.6 Funcoes definidas por uma integral.

Podemos, com auxilio da integral, definir novas fungoes se deixarmos um dos limites de inte-
gragao “livre”.

Considere uma funcdo f integravel em um intervalo I da reta. Podemos definir a nova
fungdo com a seguinte férmula:

4Se nio funcionar é porque a esta¢do LinuX nio tem “calc” instalado, ele é gratuito, peca
que o instalem



Defini¢ao: 10 Funcgdo definida via integral

F(r) = /f(t)

em que a,x € I.

Definigao: 11 Primitiva de uma fung¢ao integrdvel
Se f for integrdvel em um intervalo I da reta, entdo a fung¢do

N
F(ﬂﬁ)=/f; ja,x el
a

se chama primitiva de f com walor inicial a.

Outras propriedades das primitivas serdo estudadas mais a frente junto com as proprie-
dades da derivagdo. Aqui veremos as mais simples e imediatas.

3.6.1 Algumas primitivas

Exercicios: 24 Fungdes definidas via integral

1. fungao definida via integral. Defina uma nova fungao, a partir de f(t) =
t + 3 da seguinte forma:
x
Fo) = [ £
0

(a) Calcule F(0);
(b) Calcule F(1)
(¢) Calcule F(-2)
(d) Calcule F(-3)
(e) Encontre a férmula algébrica de y = F(x).

2. Primitivas Calcule as primitivas com o valor inicial a indicado, para as
sequintes fungoes:

funcgao valor inicial | funcdo valor inicial
a) f(x)=3 a=0 b) f(x)=3 a=-3

c) f(x)=3 a=3 d) fz)=1 a=-3
e)fle)=x a=0 flfl@)=2 a=3
g)fx)=x a=-3 h) fle)=2  a=1

i) f@) =2 a=0 j) fl@) =2 a=3

) flz) =22 a=-3 k) fx) =27 a=

3.6.2 Construgao grafica de primitivas

Descobrir uma primitiva F' de uma fungdo dada, é uma tarefa muito dificil, inclusive com
possibilidades muito grandes de resultados negativos: simplesmente, hé integrais que ndo
sabemos calcular.

Mesmo aquelas que sabemos, o sabemos por uma heranga que devemos guardar com carinho
dos que nos antecederam na construgdo da ciéncia que temos. Foram “descobertas”casuais
de quem muito estudou. Nés vamos, nos exercicios desta se¢do, descobrir algumas primitivas
com auxilio de graficos. Muitos destes calculos serdo retomados mais a frente com outros
métodos, usando a derivada. Um programa de computador, ao final desta se¢ao, lhe permitira

visualizar a construgao feita.

Exercicios: 25 Primitivas de algumas fungdes

1. O significado dos coeficientes na reta Objetivo do exercicio: identificar o
significado dos coeficientes na fungdo do primeiro grau ao calcularem-se
primitivas.

(a) Considere f(t) = at. De um valor positivo para a e calcule

F@) = [ 1

0

Altere o sinal de a e verifique que existe uma rela¢ao entre o sinal de
a e o positicionamento da pardbola y = F(z). Estabeleca uma regra.

(b) Observe que na questao anterior, independente do valor de a, F tem
apenas uma raiz. Qual?

(¢) Calcule agora a primitiva
F)= [ fier0;

verificando agora que F' tem duas raizes, quais?

(d) Considere agora f(x) = ax +b e calcule a equagdo da primitiva

Quantas raizes tem [ ?

(e) Verifique quantas raizes tem

F(w):/f;wé%b

analisando os “dois casos” que se pode escolher para c.



(f) Escreva uma Teoria Geral das primitivas para as fungoes do primeiro
grau.

2. Verifique que na regigo em que f(t) > 0 entao

s

cresce. Observe que ndo interessa o valor inicial o para este fato.

(x)—b+]f

passa no ponto (a,b) Este ponto é chamado de condigdo inicial.

3. Verifique que

4. condi¢do inicial Para cada uma das fungdes abaizo e condi¢do inicial dada,
encontre a correspondente primitiva:

f cond. inicial f cond. inicial f cond. inicial
ay=x+3; (0,1) b)y=x+3; (1,1) cy=z+3; (1,-1)
dy=z-3; (0,1) eJy=xz-33; (1,L1) fly=x-3; (1,-1)
g)y—2m+3 (0,1) hy=2x+3; (1,1) iJy=22x+3; (1,-1)
Jy=-2x+3; (0,1) k)y=22-3; (1,1) lDy=-2z-3; (1,-1)

5. Problema inverso
(a) Faga o grdfico de F(z) =2z +5 e deduza, analisando onde F' cresce
ou decresce, uma funcdo [ de quem F € primitiva.

(b) Faga o grdfico de F(z) =2z —5 e deduza, analisando onde F' cresce
ou decresce, uma funcao f de quem F € primitiva.

(¢) Deduza, do experimento feito, uma Lei Geral se referindo a unicidade
das primtivas (existéncia ou inezisténcia da unicidade).
6. Problema inverso
(a) Faga o grdfico de F(z) = 222 + 52 + 1 e deduza, analisando onde F
cresce ou decresce, uma funcdo f de quem F € primitiva.

(b) Faga o grifico de F(x) = 2x —5 e deduza, analisando onde F cresce
ou decresce, uma fungdo [ de quem F € primitiva.

(¢) Formule, a partir dos experimentos feitos, uma Lei Geral se referindo
a unicidade das primtivas na presenca de uma condi¢ao inicial.

7. Primitiva da func¢do do sequndo grau

(a) Prove que se f(x) = ax?® + bz + ¢ entdo

Fx):/f:a/tz-i-b/t—i-c/l.

(b) Prove que F é uma fun¢do polinomial do terceiro grau.

8. Admita que que o grdfico das fungdes sen, cos correspondem ao que lhes €
atribuido na figura (fig. 3.3), (fig. 3.4) nas paginas 116, 117.

(a) Verifique geometricamente que a integral de duas “bolhas sucessivas”
€ zero.

(b) Admita que a drea de qualquer bolha é 2.

Observacao: 13 Verifique que [ sen = 2
0

Vocé pode verificar que a integral de uma “bolha” é 2, numéricamente,
usando o programa integral.py modificado.
Veja o arquivo integral_sen.py, observe na defini¢io de “seno(z)”
onde estd a linha:

¢‘from math import sin’’
sem a qual o programa nao entenderia a linha sequinte:

‘‘return sin(x)’’.
Alterando a ltima linha
‘‘print integral(seno, 0, pi)’’,

grave o arquivo e depois digite

python integral_sen.py
e vocé vai ver na tela 1.99999998941 que é a aproximacao de 2 cor-
respondente ao valor que deltax tem no programa.

x
i. Verifique que sen(z) = [ cos.

u. Verifique que cos(x) = sen. Observe o sinal na integral e

"":‘%8

valor inicial.

9. Verifique que a fungao do terceiro grau, (fig. 3.7) pdgina 120, € a primitiva
da fung¢ao do segundo grau (fig. 3.6) pdgina 119. E que a funcao do
sequndo grau € a integral da fungdo do primeiro grau, (fig. 3.5) pdgina
118.
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Figura 3.3: Gréfico da fungio y = sen(x)

3.6.3 A funcao logaritmo

A funcado seguinte tem um nome:

Definigao: 12 Logaritmo natural.

T

1
Ln(z):/z;x>0.

1

E muito possivel que vocé conheca o nome desta fungdo e sua definigdo com o uso de
outros métodos.

Nés vamos usar o método da integral para defini-la

Vocé vera mais a frente, quando voltarmos a estudar de forma mais aprofundada as
propriedades do logaritmo, que as duas defini¢des conicidem. Veja o par de figuras (fig.
3.9), pdgina 122 e (fig. 3.8), pagina 121 para acompanhar o significado da defini¢do e das
propriedades do logaritmo que vamos estudar aqui.

Exercicios: 26 O logaritmo natural

1. Fungdo logaritmo natural

Seja F(x) = [ f(t) com f(t) = }. Prove que o dominio desta fungdio é
1

R*F, o conjunto dos niimeros reais estritamente positivos.

3. Verifique que esta propriedade, € tipica da func¢io f(t) = %
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Figura 3.4: Gréfico da fungio y = cos(x)

2. Escreva uma soma de Riemann uniforme para f(x) = % no intervalo

[a,b] ;a,b> 0. Prove, com auzilio da soma de Riemann, que

b b/a 1
[i=[+=]4
t )t
a 1 a/b

7"

ab a b
4. Deduza que F(ab) = [} = [14 [1 = F(a) + F(b). Isto é F(ab) =
1 1

F(a) 4+ F(b). A fungdo
1
Flz) [ -;2>0
i

transforma “produto”em “soma”.

5. A fungdo logaritmo natural Verifique que se

x

1
log(x):/z;:c>0.

1

entdo log tem as sequintes propriedades:
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Figura 3.5: Gréfico de um polinémio do primeiro grau

(a) x>1 = log(xz) >0
(b) log(1) = 0.
(c) x €(0,1) = log(x)<O.

6. A funcdo logaritmo natural Verifique geometricamente as propriedades se-
guintes:

(a) Mostre que a curva graf(%) € simétrica em torno da reta y = x.

(b) Deduza disto que o coeficiente angular instantineo do graf(%) no
ponto (1,1) € 1.

(c) Mostre que log(2) < %, sugestdo, prove que existe um tridngulo de

o

’ 1 . . A . . ’ v 1
drea 5 contido na regido identificada pelo simgolo | .

[

Observagao: 14 Assuntos de Museu

Os logaritmos foram a mdquina de calcular dos nossos antepassados.

Esta propriedade, transformar produtos em soma foi uma propriedade fundamental, séculos
atrds, permitindo construir uma das primeiras méquinas de calcular 16gico-algébrica de que
a Humanidade tem registro.

O logaritmos foram descoberto possivelmente por John Napier ao final século 14.

Ha outras, como o “triéngulo de Pascal”que os chineses conheceriam milhares de anos
antes de Pascal.

O nome que se deu a funcao F, que transforma “produtos” em “somas”, fot logaritmo.

funcao do segundo grau
60 T T

T
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Figura 3.6: Gréfico de uma fungio do segundo grau

O método que se usou para descobrir esta fungdo foi o da propriedade aditiva das poténcias
relativamente a multiplicagdo de poténcias de mesma base:

a®a¥ = a® 1.
Veja uma pequena tabela de ”logarimos decimais”que, (faga uma busca no indice remissivo,
procure “tabela”), e pratiqgue um pouco um cdlculo que foi importante até a metade do século
20, quando aos poucos as “mdquinas elétricas”destronaram o logaritmo depois de quase seis-
centos anos de reinado absoluto.

Os museus sdo locais sagrados em que a nossa cultura, assim a cultura que nossos an-
tepassados nos legaram, estd guardada e € permanente posto em ligagdo com o presente nas
maos de pessoal especializado.

Nao fosse a cegueira de uma classe dominante esdrizula e ignorante, os museus estaria
bem conservados e bem mantidos para exercer o seu papel complementar junto a escolaridade
regular.

Hd musitos assuntos da escolaridade regular que devem seguidamente passar para as prate-
leiras e estantes dos museus e inclusive alguns devem ir ld ser buscados para justificar alguns
fatos do presente.

Parte do que a Escola ainda faz com os logaritmos € assunto de museu. Hoje ainda tem
gente que pensa que logaritmos servem para fazer contas... e ainda tem escolas que repassam
esta idéia atrazada e ridicula para os alunos.

Sim, é uma idéia ridicula fora do seu contexto adequado. Logaritmo como “maquina de
calcular”é item de Museu.

E 0s Museus sdo coisa séria.

Ao mesmo tempo, as Escolas devem ir aos Museus para que os alunos tomem conheci-
mento dos passos sofridos com que a Humanidade construiu o conhecimento que dominamos
hoje.

Agora, Escola nao é Museu! embora alguns até desejem que o assunto “escola’vire tépico
de Museu, para possivelmente queimar os Museus, as Escolas e a Histéria, tudo de uma sé
vez.



funcao do terceiro grau
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Figura 3.7: Gréfico de uma funcio do terceiro grau

Mas os logaritmos adquiriram outra fungdo muito importante, sobretudo o logaritmo
natural, porque a fungdo f(t) = % estd envolvida com diversos fendémenos criticos, como
radiatividade. Daremos exemplos disto no capitulo em que a integracdo e a deriva¢do serao
estudos em conjunto. Ver “logaritmo”no indice remissivo.

3.7 Valor médio.

Nesta segdo vamos generalizar, usando a integral

b
r

um resultado conhecido que fornece a drea de um trapésio. Um trpésio é um tronco de
tridangulo obtido pelo corte de um tridngulo por uma reta paralela a base.

Como consequéncia desta contru¢do podemos encontrar uma base média de modo que a
area serd” base média vezes altura”. Isto pode ser também interpretado como sendo ”alura
média vezes a base”. Vamos considerar esta segunda interpretagao e o resultado onde deseja-
mos chegar é que o valor de uma integral pode ser obtido usando-se uma altura média (valor
médio de f) vezes a base (b— a).

b
I= /f = Val_Med(f)(b— a)

Entre as utilizagoes dos calculos que vamos fazer aqui se encontra o préprio valor médio
de uma fungao.

Grafico de y = 1/x ; x > 0.5
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Figura 3.8: Gréfico de f(z) = % ;>0

Exercicios: 27 Valor médio de uma fungdo

1. Um mdvel parte do repouso e, com velocidade constante de 50Km/h, (su-
ponha que isto seja possivel), trafega por 1 h.
(a) Trace o grdfico da velocidade contra tempo: y = v(t).

(b) Trace o grdfico da distancia contra tempo: y = s(t).

1h
(c) Interprete a integral [ v(t)dt.
0

1h
(d) Interprete a expressio Ofs(t)dt.

2. Uma pedra € arremessada com velocidade v, ao longo de uma direcao que
faz angulo de 45° com a horizontal. Pela seqgunda lei de Newton, ela cai
por terra alguns metros mais a frente e para em sequida devido ao atrito
com o solo. Simule, graficamente, sem grandes detalhes, considere a o
valor do tempo em que a pedra parou:

(a) O grdfico da velocidade contra tempo: y = v(t).
(b) O grdfico da distancia contra tempo: y = s(t).

(c) Interprete a integral [ v(t)dt.
0



5. Enuncie um teorema relativamente a expressao ﬁ

f.

Qe

6. Verifique que o valor da integral

t1

1
tlftQ/f(t)dt

to

nao estd definida se f for a funcdo definida por

flxy=1 = x>0
fz)=0 = z<0
com top < 0 < 1.

Escolha alguns valores para to,t1. Justifique “porque”.

Observagao: 15 M¢édia aritmética ponderada
A “comum”média aritmética, que se escreve

o Ny a+b
) M = Média aritmética de a,b =
Figura 3.9: Gréfico da funcio logaritmo natural 2

também se poderia escrever

a
(d) Interprete a expressio ({s(t)dt. M= % a+ %b
3. Escreva uma soma de Riemann para a expressio salientando que os numeros a e b estao sendo multiplicados pelos pesos %7 %
b Claro, pesos iguais.
1 Vemos assim que a média aritmética nada mais € que um caso particular da
b—a /f(t) média artimética ponderada quando os pesos sGo iguais.
a

A média ponderada € um caso mais geral de média que se descreve assim:

sob a hipdtese de que a integral existe. Definicao: 13 Média ponderada

b Dados n numeros py,---,pn € n valores dados ay, -, an, podemos calcular
4. média aritmética ponderada Sob a hipdtese de que [ f exista, escreva uma a média aritmética ponderada destes valores com a expressio:

a

soma de Riemann para a expressao prai + -+ Pran

1 ty prL+ -+ Dn
= t — to /f(t)dttl’t2 € [a,b] Os nimeros p1,---,pn chamam-se pesos.
to
Eziste uma outra definicao de “peso”que € a sequinte:
e prove que M € da forma
n " Definigao: 14 pesos
M = szf(”ﬁz) . Zpi -1 n numeros p1,- - -, Pn SGo chamados pesos se forem positivos e p1+- - -+pp, =
~ k)
k=1 k=1 1.
"uma”média aritmética ponderada de uma "amostragem dos valores de f Um ezxercicio de aritmética consiste em mostrar que esta definicdo pode ser

no intervalo [t1,ta]. escrita assim:



4 Média aritmética ponderada

Dadosn pesos p1,-- -, Pn, a média aritmética ponderada dos nimeros ay,- -+, an
relativamente a estes pesos é

M:P1a1 + -+ Dnan

Obviamente, as médias aritméticas ponderadas podem ser chamadas de médias
aritméticas viciadas por uma colecdo escolhida de pesos. O adjetivo “vici-
ada’”pode ser tomado no sentido que vocé bem desejar...

3.7.1 Funcao continua

Este assunto serd estudado em capitulo mais a frente. Aqui vamos fazer uso do conceito de
forma intuitiva.
A funcao definida pelo par de condigoes

flx)=1 = x>0

flz)=0 = x<0
d4 um salto na origem. E esta a impossibilidade que se encontra mencionada em exercicio
sobre velocidade. Se interpretarmos f como a velocidade de um corpo, para x < Oa velocidade
é nula, portanto o corpo estd em repouso. De repente, para z > 0 a velocidade do corpo é1.

. 5 - ~ Z :
Houve um salto de velocidade®. As fungoes que ”dao saltos”sdo chamadas ”descontinuas”e,
contrariamente, as ”fungdes que ndao dao saltos”sdo chamadas ”continuas”.

A razao porque
t1
1
t)dt
- / 70
to

nao estd definida se f for a fungao definida por
flx)=1 = x>0
flz)=0 = z2<0
com tg < 0 < t7.

é porque f nédo é continua no ponto 0 e esta integral representa o valor médio no intervalo
[to,t1] 3 0.

Foi isto que suas experiéncias detectaram, os valores da integral dependem dos extremos
de integracao.

Em particular se to = —t1 o valor da integral serd %

Nés podemos definir funcao continua a partir destes fatos:
Definig¢ao: 15 Fungao continua

f
Uma fungao [a, b] rightarrow R € continua se para quaisquer subtintervalo [to,t1] C [a, b]
o valor

Exercicios: 28 Valor médio e continuidade

1. Verifique que a expressdo

t1
1
L / Flt)dt
to

estd definida para as fungdes polinomiais em qualquer intervalo.

5Segundo o quimico francés, Lavoisier, Natura non facit saltus, ou sua corregio, moderna,
Natura facit saltus, sed minusculus, com a quimica quantica.

2. Verifique que a expressao

ty
1
—_— t)dt
— [
to

estd definida para a fungdo mddulo, mas depende dos valores dos extremos
da integral. Verifique o que acontece se t1 < 0 < tg ;|t1]| = 2|ta|. Depois
verifique o acontece se t; < 0 <ty ;2|t1| = |ta].

3. Interprete os resultados anteriores sob a luz da afirmacgdo seguinte: a in-
tegral representa o valor médio da fungdo no ponto 0.

4. O que seria valor médio instantaneo ?

5. Calcule o valor valor médio instantaneo da fungao

Definigao: 16 Taza de variacdo média.
A tazxa de variagdo instantinea de f, se houver, € dada por

x+e
il:ag/f(t).

T
Se F(t) = [ f(t) entao a taxa de variacéo instantanea de F no ponto s,z €

[a,b] serdf(s). f é chamada de derivada de F.



Capitulo 4

Limite, continuidade e
derivada

Derivagao e Limite.
Esta capitulo introduz a “defini¢do formal” de derivada que exige o conceito
de limite.
Vocé aos poucos vai entender que a derivada, como é usada no Caélculo, é
uma especializa¢do da continuidade, entdo este capitulo vai apresentar a con-
tinuidade como antecedente da derivada e assim vamos dividir o trabalho nas
seguintes etapas:

e Motivag@o para o estudo do limite.

e Limite de sucessdes.

e O operador “limite” aplicado em fungoes.
e Definigao de derivada e de continuidade.

e Técnicas de derivagdo.

4.1 A continuidade

Continuidade é um dos conceitos mais intuitivos do Célculo, mas um dos menos aplicdaveis
a curto prazo, até mesmo porque os primeiros exemplos de fungdes descontinuas, que podem
ser apresentados de forma natural, sé irdo surgir em situagdes mais avangadas.Quer dizer, a
continuidade é tao natural que do ponto de vista pedagégico fica dificil introduzir o conceito:
“como tudo € continuo, para que discutir continuidade 7’

Intuitivamente a continuidade de uma fungdo numérica f é a propriedade garantindo que

fla+ Az) = f(a) se Az for “pequeno”.
fla+Az) — f(a) =0 se Az for “pequeno”.

Esta linguagem intuitiva é de uso técnico nulo, ndo dé para fazer um programa de com-
putador usando esta definigdo. Vamos transformar esta frase em simbolos, uma expressao
simbdlica, que podera entdo se inserida num programa de computagdo, por exemplo.

Posto em termos de sucessbes, quer dizer que a imagem de uma sucessdo que defina z,
define f(z), ou ainda “as fungdes continuas preservam a convergéncia das sucessoes”.

Definig¢ao: 17 Fungdo continua f.

126

A fungdo f é continua no intervalo (a,b) se qualquer sucessao s que defina € (a,b),
f(s) define o mimero f(x):

Vs (lim(s) =2 = Ulm(f(s)) = f(z))
Veja a semelhanga com o conceito intuitivo inicial: “se s, estiver préximo de z entao
f(sn) estard préximo de f(z).
Esta defini¢do é caracterizada como continuidade seqiiencial porque ha espagos em que

ela é insuficiente’.
A continuidade ainda significa, geometricamente, que se

RS

for continua entdo f nao dd saltos em nenhum ponto do intervalo (a,b). Se f der um salto em
algum ponto de intervalo (a,b), diremos, pelo contrario, que f é descontinua neste dominio.
Vamos comegar os exercicios exatamente pela andlise da descontinuidade.
Na figura (fig. 4.1), pdgina 128 vocé pode ver o grifico da fungao
F=X(ap)-

chamada funcdo caracteristica do intervalo (a,b).
As funges caracteristicas tem diversos usos

e aparecem dentro das somas de Riemann para permitir uma aproximacao da integral;

e Servem como modelo tedrico dos sinais que sdo as unidades energéticas do nosso sistema
de comunicagdes;

e Sdo os dtomos de qualquer sistema de discretizacdo de dados, em particular no caso
dos sinais;

e Para finalizar, sdo o alfabeto da nossa teoria da informagao, “aquilo que o c6digo Morse
foi, elas s@o hoje”. E s@o “descontinuas”’em geral...

4.2 Exemplos de descontinuidade.
Exercicios: 29 Descontinuidade
1. a funcgao caracteristica Considere um intervalo [a,b] e defina a fungdo

1 € la,b a, .
Xfa,b) (%) = { 0 ig {275} ; RS R Ver (fig. 4.1), pdgina 128.

(a) Faga o grdfico de
X[0,1]» X[-1,1]» X[0,10)-
(b) Faga o grdfico de Xjap) para alguns valores a,b escolhidos por voce.
Verifique em que pontos X(ap) € descontinua.
(¢) Faga o grifico de
® f=Xjo,1 X2 + X34
® g=X[-1,1] t X[-2,2] T X[-3,3]
® 1= X[0,10) + X[0,20]-

1a continuidade é definida genericamente por uma topologia, que é um tipo de estrutura

matematica, em algumas topologias preservar convergéncia ¢ insuficiente para se ter continui-
dade. No Célculo isto ndo ocorre entretanto.



A salto em a saltoem b

Figura 4.1: Fungao caracteristica de (a,b).

e encontre os pontos de descontinuidade de cada uma das func¢oes

f:9,h.
(d) Faga o grdfico de

f = X,200 + X[5,15] + X[10,13) + X[11,12]
E determine os pontos de descontinuidade de f.
(e) Faga o grdfico de
= X[0,20) = X[3,7] — X[4,5] + X[10,15] T X[12,14]-

Em que subconjunto do dominio f é continua?

(f) Conjunto em que Xa,5 € continua

o Verifique que se uma sucessdo ac crescer para a entdo Xa,p)(ac)
representa 0.

o Verifique que se uma sucessdo ad decrescer para a entao x(q,p)(ad)
representa 1.

o A fungdo caracteristica X[q,5) NGO preserva a convergéncia das su-
cessoes em exatamente dois pontos, quais? Determine o subcon-
junto Q@ C R em que ela € continua, por wma restri¢ao “conve-
niente” de sua defini¢cdo. Dizemos impropriamente que a fun¢ao
foi tornada continua. Observe que f estd definida em R.

e Justifique por que, nos extremos do intervalo [a,b], a fun¢do ca-
racteristica f = Xjap) deiva indefinidos os valores f(a), f(b).
Deiza de preservar convergéncia.

(9) fungao caracteristica de intervalo aberto Faga os grdficos de

X(0,1] 5 X[-1,1) 5 X(0,10)-

(h) fungdo caracteristica de intervalo aberto Considere X (q,p) @ fungao ca-
racteristica do intervalo aberto (a,b).

e Se a sucessao ac crescer para a, qual € o nimero que a sucessao
X(a,b)(ac) representa ?

e Se a sucessdo ad decrescer para a, qual € o numero que a sucessao
X(a,b)(ad) representa ?

e Observe que o resultado coincide com o do exercicio em que usa-
MOS Xa,p], POT que?

o A fungdo caracteristica x(qp) ndo preserva a convergéncia das
sucessoes em exatamente dois pontos, quais? Determine o con-
junto © C R em que ela € continua, por uma restrigio “con-
veniente” de sua defini¢do. Observe que X(q,p) estd definida em
R.

o Justifique por que, nos extremos do intervalo (a,b), a funcao
caracteristica f = X(ap) deiza indefinidos os valores f(a), f(b).

2. exemplo de fungdo continua. Mostre que a fungdo identidade, f(z) = x

preserva a convergéncia de qualquer sucessdao, logo ela é continua.

8. Faga o grifico de h(z) = x + x[—1,1]. Mostre que h ndo é continua, (em

que pontos?).

4. Um teorema sobre continuidade

(a) Mostre que se f(x) = x entdo f + X[a,p) serd descontinua em {a,b}.
Justifique por que deiza de preservar convergéncia nestes dois pontos.

(b) Mostre que se f(z) = x* entdo f + Xjap) serd descontinua em qual-
quer conjunto que contenha {a,b}. Verifiqgue também que f + g serd
continua em conjunto contido no complementar de {a,b}.

(c) As duas questoes anteriores sugerem um teorema cuja redagdo po-
deria ser “a soma de uma funcao continua com outra que nao seja
continua produz uma fungéo ...” Redija o teorema e faca sua
demonstragao.

5. estoque de fungdes continuas.

(a) e Mostre, formalmente, que uma fun¢ao constante
Va flz)=c

€ uma fung¢do continua.



e Descreva com a conceituagdo intuitiva “dar salto” a continuidade
das fungdes constantes.

e Mostre que f(z) =z + ¢ € continua.
(b) soma de fungoes.
e Mostre que a soma de duas fungdes continuas, € uma fun¢ao

continua:

Se f,g forem continuas = f+ g € continua.

o Mostre que f(z) =z +x = 2z € continua.
e Mostre que f(z) = 2x + x = 3z € continua.
e Mostre que f(z) =2z + ¢ € continua.

(¢) produto de fungdes.

e Mostre que o produto de duas funcées continuas, € uma fungao
continua.

e Em particular, (por que), mostre se que f for continua e o um
nidmero, (uma constante), entao, af é continua.

e Mostre que os polinémios do primeiro grau sdo fungdes continuas.

6. Montando uma fung¢do descontinua

e Mostre que a funcao f(x) = % definida em R — {0} € continua.

8=

o Verifique que se f(z) =
definida ... (justifique)

o Verifique que, se

estiver definida em R entdo estd mal

{f(ac):% < x#0 (4.1)

entdo f € uma fungao descontinua.

7. Mostre que a funcao f(x) = % definida em RTT, conjunto dos reais estri-
tamente positivos, € continua.

. Mostre que a funcao f(z) = % definida em R, conjunto dos reais es-
tritamente negativos, é continua.

Observagao: 16 Descontinuidade ndo é um conceito negativo

Hd fungées descontinuas de grande importdancia, como a funcgio f(xz) = %, ou as

fungdes caracteristicas que representam niveis de energia constantes durante um lapso

de tempo, um sinal. Sao dois tipos de descontinuidade. Fungdes como f(z) = L, g(z) =
x

% servem para modelar a aproximagao de uma fonte de alta energia, perto das quais

x

a ldgica da energia finita colapsa: perto do Sol, perto de um buraco negro.

Veja que o Sol nao tem energia infinita, mas que a fungdo modelo f(x) = I% diz que
sim. Os modelos sdo aprozimacdo da realidade e precisamos de sua expressdo algébrica

10.

para usd-las em programas de computagao, ou até mesmo numa apresentag¢do oral, em
um congresso.

Por exemplo, quando vocé passa de carro, perto de um destes mal educados que usam
alto-falantes de alta poténcia para escutar a sua musiquinha particular, nota que, a
medida com que vocé se afastar, rapidamente o som decresce. A dispersdo sonora
obedece a um modelo semelhante ao de uma fungdo como f(z) = %, hd que considerar
a dire¢d@o em que o vento “sopra” pois o som € influenciado pelas correntes de vento,
som € onda mecanica.

Mostre que a fung¢ao

flx)=—; f(0) =10;

€ descontinua, em R (nao preserva continuidade) no ponto x = 0.

A . . ~ 1

Mostre que se P(x) for um polinémio com raizes reais, entio f(x) = )
nao preserva convergéncia nos pontos que sejam raizes de P. Observe que,
além de nao preservar convergéncia, também f ndo estd definida nestes

pontos.

11. Um exemplo grotesco Considere f definida por

2
{ flo)=2232 = o#2 (4.2)
f2)=1
e Defina f no programa grafun.py assim:
def (z):
if (x==2):
return 1
else:
return (xxx —3xx +2)/(2-2)
usando tabulagao como estd indicado.
Apague alguma outra funcdo chamada f no arquivo, ou use outro
nome para a fun¢do. Na ultima linha do arquivo digite:
grafun(f)
Depois de gravar o arquivo, rode:
¢ ‘python grafun.py’’.
O programa vai lhe perguntar pelos extremos do intervalo relativa-
mente ao qual vocé desejar ver o grdfico e vocé verd que o grdfico
desta fun¢do € uma reta.
o Verifique que f € continua.

e Redefina f assim:
fla)= 25522« a2
{2 )

e prove que f agora € uma fun¢do descontinua. Faga o grdfico desta
ultima fungao.



4.3 Motivacao para o estudo de limites.

Usamos nesta se¢do o conceito geométrico de derivada que ji foi apresentado no primeiro
capitulo: se uma fungdo f tiver derivada no ponto xz = a, neste ponto ela tem uma reta
tangente que memoriza o coeficiente angular instdneo de f. Um exemplo bem concreto é
o0 que ocorre com uma pedra rodando presa a um corddo, se o corddo se romper, a pedra
segue na dire¢ao da tangente ao circulo naquele “ponto do tempo”. A tangente memorizou o
coeficiente angular instantdneo da pedra no momento em que o cordao se rompeu, ver figura
1.13 na pégina 22.

A maneira formal de definir derivada usa o conceito de limite que é o ponto central desta
lista de exercicios.

Comecemos com uma notagao, lim s,, que se 1&: “limite, relativamente a n de sp”. O

n

“limite” é um operador, aplicado em uma sucessdo s, para revelar o seu “comportamento
assintdtico”, outras formas de escrever isto é
lims ; limsy ; lim sp.
n n— oo

Nos usaremos,neste texto apenas as duas primeiras formas, e sempre que possivel, a primeira,
se nao houver diavida de que s é uma sucessao.

Se a sucessao tiver limite, o limite é define o comportamento assintdtico da uma sucessao.
Se a sucessao nao tiver limite, ela se diz divergente.

O resultado desta aplicagao, neste livro, é um nimero real e portanto este operador serve
para construir os nimeros reais a partir de sucessoes de niimeros racionais.

Os primeiros exemplos se baseiam no estudo da derivada de uma fungao, como limite do
quociente de diferencgas.

A definicdo geométrica que demos para a derivada, no capitulo 1, se opde a um antigo
hébito que consistia em definir derivadas, desde o inicio, usando limite. Entretanto nao
podemos viver sem formalismo, e a definigdo intuitiva tem vida curta.

Esta lista secdo lida com sucessées de niimeros racionais, elas tém véarias utilidades, vamos
enumerar algumas:

e Definem os nimeros reais, quando forem convergentes.
e Servem para fazer testes de comportamento assintético.

e S3o o instrumento para “discretizar” a quantizagao dos fendmenos e assim representd-
los em programas de computador.

4.3.1 Comportamento assintdtico.

Nao queremos dar uma defini¢ao de comportamento assintdtico, preferimos tra-
tar este conceito como um conceito bédsico para o qual nao se oferece uma de-
finigdo. Os exercicios desta se¢ao pretendem ilustrar o conceito do qual diremos
apenas que o comportamento assintotico de uma sucessao, € uma propriedade
que pode ser identificada a partir de um indice da sucessao. Obviamente esta
frase ndo é uma defini¢do adequada, mas os exercicios devem torné-la clara.

Exercicios: 30 1. FEscreva alguns termos das sucessoes abaixo, e observe
que todas elas tem a propriedade |s,| < erro a partir de um determinado
indice, e idenfique qual € o indice, para cada uma, completando a tabela:

(Sn)n erro mn>
(3?)71 erro n > (1 _ nil )n 01 n>
(o 01 n= (12" 001 n>
(o OO0L nz 1=, 0001 n>
(1), 0001 n> 5
( 2 )'n, 01 n 2 (71)71
(%)n 0.01 n> (= . )n 001 n>
(=)n 0001 n> (EX), 0001 n>

Observagao: 17 Limite

Dizemos que as sucessoes acima tem zero como limite, e que seu com-
portamento assintético se caracteriza por decrescer indefinidamente, em
moédulo, para zero.. Se na frase acima tirarmos “em mddulo” a frase
ficaria falsa.

Dentre as sucessoes da lista acima, determine:

e descrescem para zero;

e crescem para zero;

e oscilam em torno de zero, mas decrescendo em mddulo para zero.
Escreva alguns termos das sucessées abaizo e observe que elas tem a pro-

priedade |s, — 1| < erro a partir de um determinado indice, e idenfique
qual € o indice, para cada uma, completando a tabela:

(Sn)n _erro n = . (fn)n erro n >
(%) 01 n> (%)n 01 n>
(71,11 )n 0.01 n> (1- ,L+2)n 01 n>
() 0.001 n> 1—-25), 001 n>

(5 01 > ( —m) 0.001 n>
n2 2 n . = T 1)1 o S
(M)n 001 n> ( + 1>n )n . n >
(("1_1)2) 0.001 n > (n n)n 0.01 n>
n23 - n . = (n+ 1) )n 0.001 n>
(L) 001 n>

Observagao: 18 Limite

Nos exercicios acima encontramos dois casos particulares de limite: su-
cessoes convergindo para um e sucessoes convergindo para zero. Dizemos
que as sucessoes acima tem um como limite, e que seu comportamento as-
sintdtico se caracteriza por se aproximar indefinidamente de 1. Hd exata-
mente uma excessao, (qual ? e qual € o limite neste caso?).

Veja no grdfico (fig. 4.2) o erro 0.1 representado por duas retas paralelas
ao eizo OX que “cercam” o limite da sucessdo, mostrando que a partir do
indice 11, a sucessdo permanece na faiza de larqura 2erro.



4.
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sucessoes convergentes e faixa de convergencia
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Figura 4.2: Sucessdes convergentes para zero e para 1.

Analise o grdfico (fig. 4.2), pdgina 134, e calcule formalmente a partir de
quando a sucessao entra na fairza de “diametro” 0.2. Discuta a termino-
logia “diametro da faixa”. Poderiamos falar de raio da faiza? qual seria
o0 raio neste caso.

Analise o grdfico (fig. 4.2), e calcule formalmente a partir de quando a
sucessao entra na faiza de “didmetro” 0.1, (ou raio 0.05).

Prove que as sucessées do exercicio 1, todas, tem a propriedade
[sn| < €

a partir de um determinado indice, calcule qual € o indice, para € dado,
modificando a tabela.

Definigao: 18 Limite zero Quando uma sucessdo s tem esta propriedade,
dizemos que tem llimite zero. Em outras palavras, ainda, dizemos que s €
uma representacao do zero.

Prove que as sucessoes do exercicio 3, todas tem a propriedade
n—1l <e

a partir de um determinado indice, calcule qual é o indice, para € dado,
modificando a tabela.

8. Para cada sucessdo abaizo encontre,

e qual ¢ o limite,

e para o erro dado, €, calcule a partir de que indice n a sucessao entra
na faixa de erro:

( n)n € lim n> : 5sn)n . ; lim n>
( )n 0.01 8 : 5%;t2§n 00081
(4n+%)n 0.001 n+(5_n1_‘)'n n
(2(n+1) ), 0.1 (——")n 0.1
n . 2n+(—1)"
(”+1)2 T )a 001
(Yo ) 0.01 -
(3(n+1>2) 0.001 T —)n__ 0.001
(227'7&2 5)” 01 (dn+3<; ) )n 0.0001

Podemos apresentar uma definicdo de limite de sucessoes, agora:

Definigao: 19 Limite de uma sucessdo
Diremos que uma sucessao s tem limite L se, e somente se,
para todo erro, €, dado, podermos identificar um indice N tal que

n>N = |s,—L|<e.

Quando uma sucessdo tiver limite, diremos que seu comportamento as-
sintético € de convergéncia, ou ainda, simplesmente, diremos que a sucessao
é convergente.

Observagao: 19 Defeito da defini¢do de limite

Mas esta defini¢cao tem um defeito intrinseco grave: como poderemos verifi-
car sua validade, se ndo conhecermos o nimero L ? Na verdade este “defeito”
estd associado a uma razdo mais importante: as sucessoes convergentes ser-
vem para definir os nimeros reais. Como muitos numeros reais nao tem uma
formulagdo da forma torna-se impossivel escrever a erpressao

|sn — L| <€

para a grande maioria da sucessées convergentes.
Por exemplo, quando escrevermos:

-V2| <e

estamos apenas usando um simbolo, que poderia ser uma letra, para represen-
tar o nidmero V2. Nao seria possivel colocar esta expressio, diretamente, num
programa de computador...

Uma solugdo para este problema € o teste de Cauchy. Vamos estudar o teste
de Cauchy em outra lista de exercicios, vocé pode encontrd-la agora usando o
indice remissivo.



4.3.2 Sucessoes divergentes

“Divergente” é sinonimo de “n&o convergente”. Isto é existem sucessdes cujo
comportamento assintdtico é o inverso de convergente. Elas nao definem ntimeros
reais, ndo tem limite. As sucessoes divergentes ndo sdo intteis, servem para fazer
alguns testes.

H4 dois tipos de sucessoes divergentes, veja os graficos (fig. 4.3) 136, (fig.
4.4) 137.

e divergentes limitadas;

sucessao limitada e divergente
1 T T T T T

T ™
“’data’

Figura 4.3: sucessao limitada e divergente

e divergentes ilimitadas.

Os exercicios desta seccdo tem o objetivo de exemplificar estes dois tipos
de sucessoes. Comecaremos com o segundo tipo, mas antes vejamos algumas
definicoes:

Definicao: 20 Cota superior
Uma cota superior para uma sucessao, ¢ um numero que € maior do que
todos os elementos de uma sucessao.

Veja que se K for uma cota superior, também K + 1 o seré.

sucessao divergente ilimitada
100 T T T T T

T
‘data’

50

-50

100 A

~150 1 1 1 1 1 ! ! !

Figura 4.4: sucessio divergente

Definicao: 21 Cota inferior
Uma cota inferior para uma sucessdo, é um numero que é menor do que
todos os elementos de uma sucessao.

Veja que se K for uma cota inferior, também K — 1 o seré.

Observagao: 20 Sucessdo ilimitada

Nao existe uma cota superior para a sucessio dos niumeros naturais. Mas
eriste uma cota inferior que € zero. Nao somente, todo numero negativo €
também uma cota inferior para o conjunto N.

Exemplo: 15 Sucessdo ilimitada
Nao existe uma cota superior para a sucessao acima, nem mesmo uma cota
inferior. Ela € ilimitada superior e inferiormente.

Nos préximos exercicios vamos usar os conceitos cota superior e cota inferior.
1. Verifique que é verdade que
VK 3ne N ; |s,| > K
para a sucessao s, = (—1)"n
2. Verifique que, para a sucessao dos nimeros naturais, é verdade que

VK IneN; n>K



3. Expresse em palavras, (sem simbolos), a propriedade anterior.

4. Verifique quais das sucesses abaixo é ilimitada e idenfique se superio-
mente, inferiormente ou ambos 0s casos:

(s,L),L cota superior cota inferior

(n+1 )”

( n+1) )'
( 2n )

( n+1

3

n

3

)
(Z;H)
(),

n

5. Dé trés exemplos de sucessoes que sejam cotadas superiormente.
6. Dé trés exemplos de sucessoes que sejam cotadas inferiormente.

7. Dé trés exemplos de sucessoes que sejam cotadas tanto inferiormente como
superiormente.

8. Dé trés exemplos de sucessoes que nao sejam cotadas nem inferiormente e
nem superiormente.

Exemplo: 16 Nidmeros reais
Se pode deduzir do da discussdo anterior que as sucessoes se dividem em
dois tipos:

o Aquelas que convergem, e consequentemente definem um niumero real. Es-
tas sao limitadas, necessariamente.

e Aquelas que ndo convergem, as sucessoes divergentes.
— divergentes limitadas;
— divergentes ilimitadas.

Assim temos uma defini¢cdo de numero real:

Definigao: 22 Numero real
Um niumero real € uma sucessdo convergente.

Esta defini¢cdo serd refeita mais adiante, uma vez que neste momento nao
temos uma defini¢do adequada de sucessdo convergente.

A dificuldade do conceito de limite estd ligada & prépria definigdo de
numeros reais que eles provém. Na préxima lista de exercicios vamos apre-
sentar sucessoes que nao convergem e que sao limitadas. Como nao convergem,
nao definem nimeros reais.

Exercicios: 31 Sucessoes limitadas

1. Verifique quais das sucessdes abairo sao limitadas:

(Sn)n  cota superior  cota inferior

( ( (n+1)

(n+300)>

)
)
)
)
)
()
)
)
)
)
)
)

2. Faga grdficos ilustrando cada um dos casos acima.

3. Observe as sequintes passagens, na transformacdo de uma expressao algébrica
etiquetadas como

e Ldgica,

o Aritmética.

Justifique a “etiqueta:.

(a)

% algébrica
% légica (4.4)
n+2
(b) L
% algébrica
B";Ef}n l6gica
+A 27 .
nnB ] a,lg/ebAmca (4.5)
5T 35 l6gica
B légica
n

4. regra do sanduiche




(a) Mostre que se duas sucessoes s,t forem positivas, entdo, s < t =
lim(s) < lim(¢)

(b) Considere trés sucessées s,t,r tais que s < t < r. Prove que se
lim(s) = lim(r) entdo existe lim(t) e

lim(s) = lim(¢) = lim(r).

Vamos resolver o iltimo exercicio.

Lembre-se de como comegamos esta lista de exercicios. Queriamos estu-
dar o comportamento assintdtico de sucessoes, e é este o sentido das passagens
algébricas ou légicas no exercicio que vamos resolver.

No primeiro caso temos
A pas dmuH%ﬁ t: laébri 4
e A passagem de ;550 para b etiquetamos como algébrica porque € o

resultado de uma operagao algébrica legal, a divisao do niimerador e do

denominador pelo mesmo ntmero n?.

1+2 1 (. p
e A passagenn fie 0 5 para 5 estd etiquetada como lo~gzca porque as duas
expressoes nao sao algébricamente equivalentes, mas sao assintoticamente

equivalentes. Ambas convergem para zero:

lim 25 =0 (4.6)
lim 15 =0 (4.7)

A 1ltima passagem é 16gica porque as duas sucessoes representam o mesmo
nimero real, zero.

No segundo exemplo as justificativas sao as mesmas, analise as passagens a
luz das consideragbes que fizemos no primeiro caso.
Ainda aqui se esconde o fato de que as sucessdes convergentes definem os
nimeros reais e da mesma forma como temos fragdes equivalentes,
3 9
4 — 127
definindo 0 mesmo niimero racional, também temos sucessoes equivalentes, de-
finindo o mesmo nimero real.
Quer dizer:
3
1+ _ 1
n-+ 2 n+2

sao duas sucessoes que definem o zero, o que se encontra expresso na notagao

0

3

lim 2=y =0=lim ==

Definigao: 23 Limite
O simbolo lim s, = a significa que a sucessao s = (Sp)n TEpresenta o nimero
n

real a. A grande maioria dos autores usa a nota¢do

lim s, = a.
n—oo

que significa ‘n crescendo indefinidamente”. Como nao pode ser de outra forma,
simplificamos a nota¢do.

Exercicios: 32 Limite e niumeros reais

1. Transforme com operagoes algébricas e ldgicas e calcule o limite de

n+3 2n+1)
nn+2 n+27

n
2. comparagao de sucessoes Prove que se s, = Y k entdo lims,, nao existe.
k=1 n

n
3. comparacdo de sucessdes Deduza do anterior que se t, = Y. k? entdo
k=1

lim¢,, nao existe.
n

4. soma dos termos de uma p.g.

(a) Mostre que
— T +x+---+x =1—- <= |r| <1,
1 1 n 1 n+1 1

e disto deduza que

1—rm

T+r+r2 4. 4l = :
1—r

(b) Mostre a soma dos termos de uma p.g. de razio r converge apenas
se para razdo r twermos |r| < 1, a razao for menor do que 1.

(¢) Calcule im(1 + 7 + 7% +--- 4 77").

5. Considere s, = g:’li}l Calcule lim f(s,) quando
n

(a) f@) =% (b) fl@) =3 () fl@) ==
()f (@) =25 (e) f(2) =155 (f) f(2)

T .
14x’

8n=0/f;f(éﬂ)=1

verifigue se o limite lim s,, existe ou prove que ele € equivalente a uma
n

outra sucessdo cujo limite nao existe.



7. Prove que

8. Transforme com operagées algébricas e logicas e calcule o limite, cotas
superior e inferior das sucessées, se existirem:

Observagao: 21 Logaritmo
Use a sequinte igualdade nos exercicios abaizo:
x

togla) = [ 1

1

Veja no indice remissivo “logaritmo natural” wma discussdo mais alongada
sobre o assunto. Considere neste exercicio, a presente defini¢do como uma
formula que vocé vai manipular.

Jn  cota superior  cota inferior limite

9. geratriz de dizimas peridticas

Considere uma dizima periddica
T = O(dldgdn)

quer dizer que o conjunto de n algarismos d; se repete, indefinidamente, na
mesma ordem. Mostre que a geratriz € soma de uma progressao aritmética.
Considere alguns casos particulares até ficar claro o método. FEscreva, a
partir do resultado, o algoritmo cldsico para obteng¢do das geratrizes de
uma dizima periddica qualquer.

4.4 O teste de Cauchy

Quando apresentamos a definigdo de limite dissemos que ela era deficiente uma vez fazia uso
do numero real L para o qual possivelmente nao tinhamos nenhuma formulagao adequada. E
caso se o limite da sucessdo for um nimero irracional.

Veremos aqui uma forma “absoluta” de testar se uma sucessao é convergente.

As sucessOes convergentes tém um “freio interno” que o teste de Cauchy detecta. Nao
ficaremos sabendo qual é o limite, apenas saberemos se sdo convergentes ou divergentes o
que é natural. Existem vérias sucessdes convergentes cujo limite é /3. Veja os dois exemplos
abaixo, uma converge por falta, outra converge por excesso:

Exemplo: 17 Programa RAIZQ.py - python - LinuX
Cadlculo de /3.

erro = 1e-07

por falta  por excesso
1.73205041885  1.73205089569
1.73204803467  1.73205184937
1.73198359875  1.73205566406
1.73046875  1.732421875
1.71875  1.734375
1.5 1.75

Procure entender:

e tudo que sabemos sobre v/3 é que existem sucessbes convergentes que definem este
numero;

e em outras palavras, v/3 é uma sucessdo convergente.

e Se pudessemos escrever a expressao do limite usada acima para expressar a convergéncia
de uma sucessio que defina /3 entdo teriamos uma expressio artimética, usando raci-
onais, definindo este niimero o que entra em contradi¢do com que ele seja irracional.

e O programa acima testa sucessivamente nimeros que crescem ou decrescem com incre-
mentos que vao diminuindo, até que abs(numero * numero — 3) < erro.

e Obviamente um programa de computador vai gerar apenas sucessoes com um “ndmero”
finito de termos, (pleondstico, nimero somente pode ser finito...).

Os numeros irracionais, ou mesmo os racionais sdo sucessoes convergentes. A diferenca
consiste em que podemos escrever, para o racionais, a expressao

n>N = |sp—L|<e

em que L = %, e isto ndo é possivel fazer com os irracionais.

4.4.1 O freio interno

Se uma sucessao s for convergente entao a diferenga entre dois termos sucessivos, sn, Sp41, @
partir de determinado indice, tende a diminuir:

[sn+1 — sn| < |Sn+2 — Snt1l.
Esta propriedade pode ter algumas excessoes, mas serd verdadeira em uma boa quantidade
de casos. Mesmo assim ¢ insuficiente para garantir a convergencia de sy,
E preciso uma comparacao mais forte.
Se partirmos da definicdo de limite, vamos obter o freio interno mencionado acima.
Entao escrevamos

Ve AN e N;n >N = |sp — L| <k,
em que L é o numero real definido pela sucessdo s. Se tomarmos dois nimeros naturais
n,m > N entdo
|sn — L| < €, |sm — L| <€

e usando a famosa desiguldade triangular da geometria, ver (fig. 4.5), como dois nimeros
quaisquer sempre podem ser lados de um tridngulo, entao



Desigunaldade triangular

c<R+1r =a+th ’
‘v

PN G

Figura 4.5: A soma de quaisquer dois lados de um tridngulo é maior do que o terceiro.

a+b=sn— L]+ |sm — L| < 2¢ (4.8)
c=lsn —L+8m—L|=|sn — L+ L—sm|=|sn — sm| (4.9)
c=|sp — sm| < 2€ (4.10)

e vemos assim que a diferenga entre os termos de uma sucessdo convergente vai se redu-
zindo, quaisquer dois termos para além do indice N tem diferenga menor do que 2e.

Isto ainda significa que, se pararmos em um indice maior do que N,n > N, estaremos
com um valor s, da sucessdo que se encontra préximo do limite com um erro menor do que
2e.

Assim, usaremos a expressao:

Ve AN e N;n,m >N = |sp — sm| < 2e

como defini¢do de sucessdo convergente de nimeros racionais.

Observagao: 22 A menor precisdo aparente do teste de Cauchy
O teste de Cauchy parece ser menos preciso que a defini¢do de limite inicial, porque
garante que a diferen¢a em mddulo

‘Sn - 3m| < 2,

com erro 2e e nao e.
E uma deficiéncia apenas aparente, basta usarmos % em nossos cdlculos que iremos
encontrar o indice N tal que

n,m>N = [sp—sm|<e

Exercicios: 33 O teste de Cauchy

1. Escreva a expressdo do teste de Cauchy para cada uma das sucessoes de-
finidas abaizo:

2 2
a) sy = b)) se = c)sn:% d) sp =n

e rejeite as duas que nao satisfazem ao teste.

2. Para € = 0.1 verifique qual das sucessées abairo satisfaz a condi¢do insu-
ficiente do teste de Cauchy

|5n+1 - sn' S €

2 3(n+1)? 5
a)sn:# b)S”:r:«L.Ll c)sn:% d) s,=n e rejeite as duc

que nao satisfazem ao “teste insuficiente” de Cauchy.

3. Aplique o teste de Cauchy as sucessoes abaizo e as classifique como (1)
de Cauchy, se o teste for satisfeito, e (2) divergente se o teste nao for
satisfeito:

a)snan+1 b)sn="- ¢)spn=135= d)s,=n

4. dificil, para motivar a prézima secao Aplique o teste de Cauchy a su-

cesso s, = (1+ L)m.

4.4.2 Propriedades do limite

Um dos exercicios da lista precedente tinha como objetivo mostrar que a aplicacdo direta
do teste de Cauchy a uma sucessdo pode ser um trabalho gigantesco. E muit dificil provar
diretamente que s, = (14 1) é de Cauchy.

O conjunto de todas as sucessdes convergentes, (ou de sucessdes de Cauchy), sdo uma
representagdao dos nimeros reais. Esta representagdao ndo tem unicidade, uma vez que vdrias,
(uma infinidade delas), representam o mesmo ndimero, como acontece com os nimeros racio-
nais.

Da mesma forma como podemos somar os numeros reais, também podemos somar as
sucessoOes e consequentemente

5 Soma de limites

A soma dos limites € o limite da soma:

lim(sy + tn) = lim sy, + lim ¢y,
n n n

Nés ja usamos este teorema nos exercicios anteriores ao fazer modificagoes algébrico-1égicas
em expressoes cujo limite desejavamos calcular.
Da mesma forma, porque sucesses convergentes representam nimeros reais, temos

6 Produto de limites

O produto dos limites é o limite do produto:

lirrln(sn)(tn) = (li7lln sn)(li:;n tn)



De forma também andloga vale um resultado para a divisdo, com a restrigdo de que o

denominado néo tenha zero por limite:

7 Quociente de limites

O quoctente dos limites € o limite do quociente se o denominador ndo tiver limite zero:

li?(sn/tn) = (lirrln sn)/(liyrln tn)

se limt, # 0.
n

Mas em alguns casos, mesmo o limite do quociente sendo zero, podemos calcular o limite

do quociente, sem usar este teorema, entretanto, é caso do quociente de diferengas:

8 Limite do quociente de diferengas

Se [ for uma fungdo derivdvel, entdo

A —
dm 22 -

H4 uma classe fungbes que preserva o limite:

f(limsp) = lim f(sn).

Quer dizer que tanto faz, primeiro calcular lim s, e depois aplicar f, ou primeiro calcular

n
f(sn) e depois calcular o limite lim f(s,). O resulado é o mesmo. Tais funcoes se chamam
n

continuas. A soma, a multiplicagdo e a divisdo, sdo exemplos de fungdes continuas. Vamos

explorar em lista de exercicio separada este conceito.

Exercicios: 34 Propriedades do limite

1. Decomponha a sucessdo s em somas ou produtos de outras mais simples e
calcule lim(s), ou justifique por que lim(s) ndo eziste.

Sp = Sp = Sp = Sp =

n’+3n+1 n+1. N (Tl+1)2 3+2n
a) (n+1)2 b) n n>0 C) n+1 n+1

2. Objetivo, as vezes € facil calcular-se o limite de % mas nao o de s. Use
a fungio f(x) = %, continua para x > 0 para calcular o limite de s :

lim(f(s)) = f(lim(s)).
f(sn) f(sn) f(sn) f(sn)

a)(ni%l)? b)nL_H;n>0 c)ﬁ d)ﬁ;n>0

3. Teoria Prove que se s,t forem sucessdes de Cauchy, entdo s +t també
o serd. Em outras palavras: “se s,t representarem miumeros reais, entao
s+t representa a soma destes nimeros”. Use este teorema diretamente
no cdlculo dos limites

a)—(n;l)2 b) Ll >0 (:)("H)2 n>0 d)E=: >0

n n3 n__

4. Sucessao decrescente para zero

e Prove que se r < 1 entao r™ é decrescente.

e Prove que ser < 1 entao limr™ = 0.
n

5. Soma de Progressio geométrica

n+l_q

o Verifique que 1+ 7+ 1" = *—

1
1—r

n
o Prove que 1 +7+---+7" = 3 r* converge para
k=0

6. Teoria Considere uma sucessdo crescente s.

e Prove (por absurdo) que se s tiver cota superior S entdo lim(s) < S.

3

n
o Sucessoes geométricas Prove que % <y 2% e encontre uma cota
k=0 k=0

superior S para a sucessio s, =

M=
)

k

Resposta: S =1+1+ %+ 1 + L ~ 2.79166666666666666666.

0

Observagéo: 23 Ezisténcia do limite

O dltimo exercicio ilustra um estudo de limite dos mais dificeis. O exercicio somente

prova que o limite
n
1
lim E —
n k!
k=0

existe, mas nao oferece nenhuma pista sobre o seu valor a ndo ser que ele € limitado
pelo nimero 3.

A seguinte suite de exercicios vai lhe mostrar como podemos melhorar esta estimativa
sem, contudo, conseguir determinar o limite “exatamente”. O numero em questdo, o
limite desta soma, é um ndmero irracional...

7. O nidmero e

e Prove que

n n
1 1
> S > 3k
k=ko k=ko

a partir de um indice kg, e determine este indice. Resposta: kg =
5; 8 =14+141/241/6+1/24+1/(2+27) ~ 2.72685185185185185185

o Verifique que n > 8 entdo n! > 4™ e dai conclua que

U N
ZE<Z4_/€”>9

k=ko k=ko



e Prove que

| 1 1
kzo 7 <114+ g gy ~ 271828385610429067460

Observagao: 24 Binomio de Newton e o niumero e

O wvalor aprozimado do nimero e, que o programa calc tem na memdria,
com 10 digitos precisos, €2.718281825.

E este o simbolo, e, para designar o numero irracional representado pela

n
sucessio Y, .
k=0 "

Muito mais trabalhoso € mostrar que as duas sucessoes

n
° Z%—)e
k=0
e+ e

tem o mesmo limite. Voce pode encontrar esta demonstracao na maioria
dos livros de Cdlculo. Vamos preferir fazé-la usando o material da ultima
se¢do, Polinémio de Taylor.

8. Considere dois numeros reais a,b, defina

ab ary ATp—1

Ty = ey, = L
Va2 + 027 T i Va? +b?

(a) Mostre que existe um nimero real o

Tr] =

la <15 |z, = ba™

Sugestio, faga uma representacdo geométrica de x1,To, ...

(b) Verifique que se a =1 entdo
Yn;, z,=0

(c) Prove que x,, — 0.

9. Considere uma sucessdo de numeros racionais x;

(Tn)n 3 Tp — a.

Mostre que se f(x) = 22+3x+2 entdo a sucessdo y, = f(xn) € convergente
eyn — (a+2)(a+1).

4.4.3 O operador limite

Limite é um operador que formaliza os cdlculos que fizemos anterioremente.
Ele nada mais é que a sintese do trabalho®.
Veja o que estamos dizendo, no seguinte exemplo:

Exemplo: 18 Cdlculo do limite de uma sucessao  Considere a sucessao
s= (sﬂ)n>0 = (njl—l )7L>0-

e Andlise ldgica s € uma sucessdo decrescente porque V n (sp41 < Sn).

o Andlise algébrica Podemos decompor a fragao "T“ em duas outras:

n+1

n

n 1 1
=—4+—-—=1+ -

n n n
1

o Andlise l6gica A sucessio - representa o zero, logo a soma 1 + %
representa 1.

e Conclusao
1
im 20—y
n n

O exemplo analisado ainda nos fornece a técnica para o cédlculo do limite.
Por outro lado vemos a dificuldade intrinseca do calculo de limites claramente
exposta na andlise algébrico-ldgica que fizemos acima.

Onde aparece a palavra representa temos a definigdo de nimero real que se
confunde com o valor do operador lim.

2Algo assim como quando o prefeito vai & televisdo e diz que limpou a
cidade, quando quem a limpou foram os garis...

Dissesmos que o conceito de limite é dificil. Nao estamos sés, segundo Courant, um dos
raros matemadaticos que reuniu uma profunda capacidade de pesquisa aliada a uma notavel
habilidade pedagdgica, limite é o limiar da Matemdtica Superior.

O fato de atestarmos que aqui existe uma dificuldade néo significa que estejamos sugerindo
que o leitor deva se sentir aniquilado ou impotente. A Matematica é uma linguagem abstrata
que serve para modelar o nosso raciocinio. Como ao estudar uma lingua estrangeira, um erro
seria fazé-lo com tradugoes para sua ligua nativa. Lembre-se, se for possivel, como foi que
aprendeu sua lingua materna, nao foi por comparagdes com outra...

Esta comparagao vale para o aprendizado de Matemadtica. O exemplo acima lhe mostra
como célcular limites, entremeando comparagdes 1égicas e simplificagoes aritméticas.

Aqui faremos uso de dois aspectos seus:

o Na definigdo de ntimero real, partindo dos niimeros racionais.

e Na definigdo formal de integral e derivada.

4.4.4 Sucessoes, limites e indugao finita

Um método de uso muito comum é indugao finita. Este método se confunde com o conjunto
dos ndmeros naturais. O que é o conjunto N ? Dificil de responder, Kronecker, dizia que
Deus nos dera o conjunto N, o resto nds construimos”.

Mas podemos considerar os Axiomas de Peano como uma defini¢do da sucessdo dos
nimeros naturais:

Definigao: 24 Aziomas de Peano

e Existe um primeiro nimero natural, zero.



e Em N eziste uma operagdo chamada, de sucessor-de() que associa a cada nimero
natural um outro, de tal modo que

— todo numero natural tem um sucessor;

— zero ndo € sucessor de nenhum nimero natural.

O método da inducdo finita é uma réplica destes axiomas dizendo que uma afirmacao
P(n) é verdadeira se, e somente se,

e P(ng) for verdadera para um nimero natural inicial ng.

e Se a implicagdo P(n) = P(n+ 1) for verdadeira para n > ng.

9 A soma dos quadrados

A soma dos quadrados dos n primeiros nimeros naturais é:
n(n+1)(2n+1)

P(n) = —%6

: Para demonstrd-lo vamos usar o método da inducdo finita:

e P(1)=1 € a soma do quadrado do primeiro nimero natural.

e Suponhamos verdadeira que “a soma dos n primeiros nimeros naturais seja dada pela
~ 1)(2n+1 . . .
expressao M e vamos verificar qual seria a expressio da soma dos n + 1
primeiros quadrados.
o ) 1)(2n+1 . o
e Se a soma dos n primeiros quadrados é %, verdadeiro por hipdtese, (para
podermos verificar a implicagdo), entao vejamos qual serd a expressao P(n+1) obtida

ao somarmos a w o prézimo quadrado (n + 1)2.

n(n+l)6(2n+1) t (1) =

_ n(n+)(2n+l) | 6(n+1)2%
= 3 + 3 =

n(ntD)@2ntD+6(n+D? _ (nd)[n@ntD)+6(ntl)] _
6 = 6 -

(n+1)[2n24n+6n46] _ (n+1)[2n°4+Tn+6] _
6 = 6 =

(nt D[(@n43)(n42)] _ (- D[2(n41)+1](n 414 1)]
6 - 6

Ora, a iltima expressao € o valor de P(n+ 1) e isto prova que P(n) = P(n+1).

Exercicios: 35 Sucessées e indugdo finita

1. Mostre que nao existe um supremo para a sucessao dos numeros naturais.

2. Prove que a soma dos n primeiros numeros naturais nao nulos €

n(n+1).

P(n) = 3

8. Prove que 1 +3+---4 (2n —1)2 = n?.

4. Prove que Y. k3= (1+2+---+n)%
k=1

10.

11.

12.

13.

Prove que
X, 625 — 152t +102° —x
] W= 30

Prove que
Tfk‘r’ _ 225 — 62° + 5zt — 22
= 12

Algoritmo da divisdo euclidiana Dado um nidmero natural d prove que,
para todo numero natural n existem dois numeros naturais q,r tal que

n=dq+r; 0<r<d.

Descubra a faldcia na sequinte demonstra¢do por inducao: “Todos 0s ca-
valos tém a mesma cor.”

[Dem}

e P(1) € verdadeiro, porque se sé tivermos um cavalo, sé podemos ter uma cor.

o Suponha verdadeiro, hipdtese de indugdo, que em qualquer conjunto formado por
k cavalos, todos os cavalos terdao a mesma cor.

e Considere agora um conjunto formado por k + 1 cavalos. Tirando um cavalo,
arbitrariamente do conjunto, sobram k cavalos, e pela hipdtese de indugao todos
terdo a mesma cor. Retire mais um cavalo deste conjunto e reponha o anterior,
logo teremos um conjunto com k cavalos, e portanto todos de mesma cor, logo o
cavalo tirado inicialmente tinha a mesma cor que os demais e assim o conjunto
com k + 1 cavalos era formado de cavalos todos com a mesma cor.

Assim, P(k) = P(k+1) e fica assim provado que todos os cavalos tem a
mesma cor.

Prove quen! > 2™ a partir de um nimero inteiro positivo ng que vocé deve
determinar.

Prove quen! > 3™ a partir de um nimero inteiro positivo ng que vocé deve
determinar.

Prove que n! > 5™ a partir de um nimero inteiro positivo ng que vocé deve
determinar.

Prove que n! € maior do que qualquer poténcia de qualquer nimero inteiro
positivo, a partir de um determinado niumero inteiro positivo ng que vocé
deve determinar.

O que se encontra por traz das somas de poténcias

(a) Prove que, se P for um polinémio do grau n entdo
Aprz(P) = P(z + Az) — P(x)

€ um polinémio do grau n — 1.



(b) Se P for um polinémio do grau n entao Q(z) = P(xz +1) — P(z) €
um polinomio do grau n — 1.

(¢) Uma espécie de reciproca Considere Q(x) = x™. Mostre que existe
um polinémio do P grau n+ 1 tal que

Q(n) = P(n+1) — P(n)

(d) Um coroldrio da reciproca Considere Q(z) = x™. Mostre que existe
um polinémio do P graun + 1 tal que

N-1
Q(k) = P(N) - P(0)
k=0
(e) Determine P tal que
N-1
k* = P(N) — P(0)
k=0
(f) Determine P tal que
N-1
k* = P(N) — P(0)
k=0

14. Bindémio de Newton Prove, por indugao finita, que

S e = (@b

k=0

4.5 Teoremas sobre continuidade

Veremos mais algumas relagoes envolvendo a continuidade de uma fungao, por exemplo, sua
derivabilidade. Como ja fizemos no inicio do capitulo, estudar a continuidade envolve discutir
as fungbes descontinuas.

Vejamos exemplos de fungbes descontinuas, para comparagao:

Exemplo: 19 A derivada da fun¢do mddulo

A (fig. 4.6 ), pdgina 153 mostra o grdfico da fun¢do mddulo, f(x) = |z|. Nele vemos que
f! ndo estd definida no ponto x = 0 e que os valores da derivada & esquerda e a direita ndo
coincidem:

F107)=-1; f(0F) =1.

Quer dizer que o nimero f'(0) nao estd definido, ou ainda que, dada uma sucessio
qualquer s que represente 0, nada garante que f'(s) represente algum nimero, veja a prézima
lista de exercicios.

Consequentemente f(x) = |z| nao tem derivada na origem. Apesar de a derivada ndo
existir na origem, f(0) existe e estd bem definido: f estd definida na origem, mas nao tem
um coeficiente angular instantaneo em 0. O grdfico sugere a razdo para isto, ele é formado
por duas semiretas que no ponto (0, f(0)) determinam um angulo, portanto em (0, f(0)) néao
pode haver reta tangente, nem coeficiente angular instantdneo.

Este exemplo também ilustra as consideragdes iniciais, foi preciso estudarmos a derivada
de f para encontrarmos um exemplo de descontinuidade.

Funcao modulo e sua derivada
5 T T T

T T
’data’

Figura 4.6: A derivada de f é descontinua na origem: f’(0) nio existe.

4.5.1 Derivadas descontinuas

Exercicios: 36 Cdlculo de algumas derivadas exatamente

1. Derivada de y = f(z) = |z| Considere a defini¢ao de |z| :

<0 |z|==

y:f(x):{w<0 2| = —a (4.11)

Considere um? deslocamento Az > 0.

e calcule % para x > 0 Resposta: 1.
e calcule % para x < —Ax Resposta: -1.

o calcule % para —Ax < x < 0 Resposta: equacdo do segmento de
reta, ligando os pontos (—Az,0),(0,1).

e Trace o grdfico de y = %(1’) e compare com a (fig. 4.8).

20bserve que, apesar da notacdo, Az nada tem o que vem com z. Tem o que ver com o
eixo horizontal OX.



motorista motorista

trocody. de a ~freiou
\ d
N

f 3l

a Cq C, «C3 b
q’ (cP=0 d’(c3) =12
d’(cP=1/2  d'(c3) =1

d (a)=0

d’(c3)=1 q’(cidr=-1

Figura 4.7: A velocidade é uma funcio continua, com piques nas mudancas de marcha.

Outro exemplo semelhante ao da fun¢do médulo, com mais pontos de des-
continuidade da derivada.

Exemplo: 20 Motorista barbeiro e velocidade do carro

O grdfico da fungdo, (fig. 4.7), representa a curva da velocidade de um carro
dirigido por um motorista aprendiz. Inicialmente, no intervalo [a,c1], o carro
estd em repouso e repentinamente o motorista passa a marcha sem se lembrar
da existéncia da embreagem. O carro se movimenta violentamente, mas de
forma continua, porém a aceleragdo dd um salto de 0km/h? para %km/h2 até
o momento t = ¢y quando nova passagem de marcha sem auxilio da embreagem
leva o carro para wma nova acelera¢io de 1km/h?. No momento t = c3, o
motorista, vendo um obstdculo, freia violentamente, sem usar a embreagem,
fazendo o carro estancar e parar violentamente depois de um breve intervalo
com aceleragao negativa (efeito do freio).

Compare as figuras, (fig. 4.7), pdgina 154 e (fig. 4.8), pdgina 155.

A derivada (aceleragio) é descontinua em quatro pontos: {cy,ca,c3,b} neste
pontos temos:

N“_\

moTtorista

1 _freiou

1| [trocou. _dé marcha | —

motorista

Figura 4.8: O gréfico da derivada de d, (aceleragao), no caso do motorista barbeiro.

d'(cy) =0;d'(¢f) = §; (4.12)
Pe) = Lid(eh) = 1 (1.13)
&(e) = Ld(c}) = —1; (4.14)
A7) = —1;d'(b") =0 (4.15)

A derivada de d (acelerag¢io) é descontinua nos pontos ci,ca,cs quer dizer
que nestes pontos d' ndo existe, nao estd definida. Ver (fig. 4.8) pdgina 155.

Observagao: 25 A notacdo d(a™),d(a™)

No exemplo (fig. 4.8), pdgina 155, a fungdo derivada, (aceleragdo), ndo tem
valores bem definidos em quatro pontos c1, ca,c3,b porque tem valores diferentes
& direita ou a esquerda, nestes pontos. A notagdao d'(a”) se refere ao limite a
esquerda no ponto a, de forma andloga, d'(a™) se refere ao limite a direita, no
mesmo ponto a.

Estes valores sao chamados 1limites laterais de d’ e como sdo diferentes
significa que d' tem um salto neste ponto, sendo portanto descontinua.



Para uma fungdio f qualquer, se f(a™) # f(a™) entdo o ponto a é um ponto
de descontinuidade de f, ou um ponto de salto.
Se uma fungdo f for continua, entdo em todo ponto a € Domy ;

fla™) = f(a®).

Finalmente, tem uma maneira intuitiva de se referir as fungoes descontinuas.

Se uma fungdo for descontinua, para fazer-lhe o grdfico temos que retirar o lapis
do papel, em algum momento. Com as fungdes continuas para tragar-lhes os
grdficos ndao precisamos tirar o lapis do papel do comego ao fim do grdfico. Veja
que este iltimo pardgrafo contém uma idéia intuitiva que nem sempre pode ser
usada para conectar este conceito com outros, (fazer uma demonstragdo).

Vamos a definigdo formal do conceito de continuidade.

Definigao: 25 Funcdo seqiiencialmente continua f.
Uma fungdo f € seqiiencialmente continua em uma regidgo 2 C R se

Ya, —a€Q = f(a,) — f(a).

Em suma, f estd bem>®definida para toda “representacdo” de a € Q = Domy.
Geometricamente isto ainda significa

e que f nao da saltos em nenhum ponto de €2;

e se f der um salto em algum ponto de €2, diremos, pelo contrario, que f é
descontinua neste ponto do dominio €.

Observagao: 26 Continuidade e compatibilidade com a estrutura algébrico topoldgica

Outra forma de descrever continuidade, como jd dissemos antes, é: as fungdes continuas

preservam a convergéncia das sucessoes.

Tem mais coisa por traz disto, fique com as informagdes agora, depois vocé ird compre-

endé-las melhor:

e classes de equivaléncia de numeros reais O conjunto das sucessées de numeros racio-
nais convergentes definem R. Mas elas formam classes de equivaléncia que definem o
mesmo numero, como acontece também com os racionais. Veja o exemplo do nimero
e com duas sucessoes diferentes que o definem (duas que conhecemos...)

e continuidade e compatibilidade com as classes de nimeros reais As fungdes continuas
identificam as classes de equivaléncia respondendo com o mesmo valor para todos os
elementos da classe. E isto que chamamos de respeitar a convergéncia.

e Limite define as classes O operador lim € a ferramenta para identificar quando duas
sucessoes se encontram na mesma classe de equivaléncia. Porisso sempre confundimos
$, (Sn)neN,a = lim s, quando este wltimo existir. Nao existe diferenca entre eles.

n

Confusao nao é uma palavra negativa...

3a continuidade é definida genericamente por uma, topologia, que é um tipo de estrutura ma-
tematica, em algumas topologias preservar convergéncia ¢é insuficiente para se ter continuidade.

No Célculo isto ndo ocorre, portanto, “continuidade sequencial” equivale a “continuidade”.

e Limite define a topologia O conceito de convergéncia define a estrutura topoldgica de
R, continuidade é um conceito topoldgico logo as fungdes continuas tém que respeitar
a convergéncia.

e Limite, dlgebra e topologia

A dlgebra e a topologia se encontram interligadas, consequentemente as fungoes algébricas,
adi¢do e produto tem que ser continuas. Nao mencionamos a divisdo, porque divisdo
nao é “exatamente” algébrica...

Muito do que foi dito acima foge do contexto do Cdlculo, mas tem que ser usado dentro
do Cdlculo, € isto que torna as coisas dificeis. Mas, lembre-se, dificil ndo € impossivel, é
apenas dificil.

Exercicios: 37 FEstoque de fungdes continuas

1. notagao®

Dado um nimero a designaremos por a. a uma sucessao qualquer crescente
que represente o nimero a, e designaremos por ag uma sucessao qualquer
descrescente que determine o mesmo numero a. Use a sucessdo (%)n>0
para

e construir uma sucessao crescente que represente 3

e construir uma sucessio decrescente que represente 3
) ~ (—1yn
2. Considere a sucessio s = (~—"—)n>0-

e Fscreva os primeiros 10 elementos desta sucessao.

Justifique por que s representa o zero.

e Fscreva os primeiros 10 elementos da sucessdo s + 3.

Qual o nimero que 3 + s representa ¢
e 3+ s € decrescente? crescente ?
3. Considere a derivada da fungdgo mddulo,f’, (a derivada existe para todos

0s pontos diferentes de zero). Calcule f'(a) ; a # 0, usando as regras de
derivagao que vocé conhecer.

(a) Verifique que, se uma sucessio a. convergir crescendo para 0, entdo
f'(a.) tem limite e calcule este limite.

(b) Verifique que se uma sucessio aq for decrescente, e tiver limite 0
entdo f'(aq) tem limite e calcule este limite.

4. Sev’ representa a aceleragdo com que o motorista aprendiz dirige no exem-
plo (fig. 4.8), pdgina 155, calcule os limites laterais

V' (a+),0' (), v'(er), ' (b-).

Exzistem os limites laterais v'(a—),v' (b+) ? justifique.

4Estamos usando uma notagio que nio é padronizada, invente outra, se preferir: chamamos
de a. a uma sucessdo crescente que define o nimero a. Chamamos de a4 a uma sucessao
decrescente que define o niimero a.



10.

11.

12.

13.

1.
15.

b
. Calcule [v em que v é velocidade do carro definido no exemplo (fig. 4.7),

a
pdgina 154. Interprete o resultado.

. continuidade da fun¢ao constante Prove que f(x) = k, em que k é um

numero real, é continua.

. continuidade da identidade Prove que a fun¢ao f(x) = Ax € continua.

. continuidade da funcdo quadrdtica Prove que a funcdo f(x) = Ax? é continua.

. continuidade da funcdo quadrdtica Prove que a fungdo f(x) = Ax?+Bx+

C € continua.

continuidade da fun¢ao de grau n Prove que a funcao f(x) = x™ € continua.

continuidade da fungdo de grau n Prove que a fun¢do f(x) = Az™+Bz" !
é continua.

continuidade do produto por uma constante Prove que se f for uma func¢do
continua, entdo a funcao g definida por g(z) = kf(z);k € R, € continua.

continuidade da primitiva Tome por hipdtese que a integral de f exista em
qualquer sub-intervalo de [a,b], e que f € limitada. Prove que a fungao

Aceite, por contradi¢do que a integral existe em qualquer sub-intervalo
x
Fa) = [ 1
a

Prove que todo polinémio é uma fung¢do continua.

€ uma func¢do continua.

continuidade da translacdo

(a) Mostre que se f for uma fun¢ao continua entao g(x) = f(x—a), uma
translacao de f, é também uma fungdo continua.

(b) Mostre que se sen for continua, entGo cos € também uma fungdo
continua.

(¢) Deduza que se cos for continua, entao sen também o é. Mostre tam-
bem que se sen for wuma funcdo continua, também® cos serd.

5 . . P
°Claro, tudo que temos que fazer agora é demonstrar que uma das duas é continua...

4.5.2 Continuidade e descontinuidade

Exercicios: 38 1. Dé exemplo de

e uma sucessao crescente cujo limite seja zero.

e uma sucessao decrescente cujo limite seja zero.
e uma sucessao crescente cujo limite seja 1.

e uma sucessio decrescente cujo limite seja 1.

e uma sucessdo crescente cujo limite seja a.

e uma sucessao decrescente cujo limite seja a.

o Sucessoes que nao sejam nem crescentes nem decrescentes, para cada
caso acima, (sucessoes oscilantes)

. Justifique, usando sucessoes oscilantes, por exemplo

( (_i)n

; n >0,

que nos extremos do intervalo [a,b] a fungdo caracteristica X[ap deiza
indefinidos os valores X[q,4)(@), X[a,5] (D)-

. estoque de fungdes continuas.

(a) a operagao produto Mostre que a fungdo

fe(lx) =kx ; ke R dado

€ uma func¢do continua.
(b) Mostre que se f for continua e o um nimero, entio, af € continua.

(¢) produto de fungdes continuas Mostre que se f,g forem duas fungoes
continuas entao a funcgdo fg serd uma fungao continua.

(d) soma de fungoes continuas Mostre que se f,g forem duas fungées
continuas entao a funcdo f + g serd uma fungao continua.

(e) a opera¢ao soma Mostre que a fung¢ao
fel)=k+z; ke R dado

é uma fungao continua. Em particular, (porque), mostre que se f for
continua e o um numero, entdo, o+ f € continua.

(f) translagao Mostre que a fun¢ao
fe(x)=fx—k); ke R dado

€ uma fung¢do continua.

(9) indugdo finita Mostre que toda fung¢do polinomial é continua, use 0s
resultados anteriores para construir a justificagao. .



. Faga o grdfico de f + x[-3,5 com f(z)=z.

. Mostre que se P for um polinémio e f = X[45 entdo a fungdo g = P + f
serd descontinua em exatamente dois pontos, quais? Faca um grdfico
usando um polinémio do sequndo grau.

Saltos quanticos de energia

(a) Defina
x
flz) = /X[1,2]
0
Faga seu grdfico e justifique porque f é continua. Encontre a equagao
de f.
(b) Defina

f(z) :/X[o,l]
0

Faga seu grdfico e justifique porque f é continua. Encontre a equagao

de f.
(c) Defina

f(x) = / X[-1,1]
0

Faga seu grdfico e justifique porque f é continua. Encontre a equagao
de f.

(d) Intervalo aberto Defina

x

f(x) :/X(—m)

0

Faga seu grdfico e justifique porque f € continua. Verifique que para
integracao, “um ponto tem massa despresivel”’nao alterando a conti-
nuidade. Encontre a equagdo de f.

(e) Calcule a derivada de f em cada um dos casos acima. Analise, para
a derivada, a tmportancia de um ponto.

7. Defina

flx) = /IX[avb]

Encontre a equagdo de f e demonstre que ela é continua. Qual € a derivada
de f.

8. Considere f(z) = z. Calcule G(x) = [ f+ Xj0,1-

Observagao: 27 Descontinuidade ndo é wm conceito negativo
Hd fungdes descontinuas de grande importancia, como a fung¢do

f@) =1,

T
ou as fungdes caracteristicas
9(T) = X[a,b),
que representam niveis de energia constantes durante um lapso de tempo, um sinal.

Sao dois tipos de continuidade.

Fungoes como f(z) = %,g(z) = 3%2 servem para modelar a aprorimagao de uma fonte
de alta energia, perto das quais a légica da energia finita colapsa: perto do Sol, perto de um
buraco negro.

Por exemplo, quando vocé passa de carro, perto de um destes mal educados que usam
alto-falantes de alta poténcia para escutar a sua musiquinha particular, nota que, a medida
com que vocé se afastar, rapidamente o som descresce. A dispersao sonora obedece a um
modelo semelhante ao de uma fungdo como f(x) = %, hd que considerar a dire¢ao em que o
vento “sopra” pois o som € influenciado pelas correntes de vento, som € onda mecdnica.

4.5.3 Operacoes aritméticas e continuidade

Nesta se¢do vamos mostrar que existe um grande estoque de fungdes continuas
e estudar a relag@o entre as operagoes aritméticas e a continuidade.

Exercicios: 39 Continuidade e aritmética

1. Mostre que, se duas fungdes f, g forem continuas, entdo a soma, h = f+g
€ uma funcgdo continua.

2. Mostre que, se duas fungées f, g forem continuas, entdo o produto, h = fg
é uma fungao continua.

o

coroldrio Mostre que todo polimémio define uma funcdo continua.

4. Mostre que tan € uma fungdo continua exceto em alguns pontos. Descreva
0s pontos de descontinuidade de tan.
§ . oA L . ~ _ 1
5. Mostre que se P(x) for um polinémio com raizes reais, entdo f(z) = )
é continua em qualquer intervalo entre duas raizes consecutivas, (coloque
as raizes em ordem, entre duas raizes consecutivas ndao hd outra raiz).

6. Seja f(x) = % uma fungdo racional, quer dizer que P, Q) sao polinémios.
Mostre que existem n intervalos abertos da reta em que f € continua, e
explcite quem é o nimero n.



4.5.4 Sucessao dos quociente de diferencas

Existe uma diferenga qualitativa entre esta segdo e a anterior.

Na secao anterior as sucessoes sao numericas, quer dizer que os elementos das sucessoes,
seus componentes, S840 nimeros racionais.

Agora vamos dar exemplos de sucessdes de fungdes, quer dizer, os componentes das su-
cessoes sao fungoes.

Veja os gréficos (fig. 4.9), (fig. ,4.10) e (fig. ,4.11), nas paginas 162,163 e 164, respec-
tivamente. Eles contém, para trés fungoes diferentes, os graficos das fungdes “quociente de
diferengas” com dois valores para Az; Az € {1, %}

Funcoes quociente de diferencas
3000 T T T

T
“data’

2000 4

1000 |- 4

-1000 |

-2000 |

-=3000 —

-4000 |

~5000 1 1 1 ! !

Figura 4.9: Quociente de diferengas Af com Az € {5,1} e f(z) = 2® — 322 — z.

O quociente de diferencas, % é feito com um valor fixo para Az, veja os exemplos (fig.

4.9), (fig. ,4.10) e (fig. ,4.11), nas péginas 162,163 e 164,em que Az € {1,0.1}.
Podemos inventar uma notagao:

Ay
Aoa(f) Az Az=0.1
significando ”quociente de diferengas de f quando Az = 0.1.
O quociente de diferengas é usado em programas de computagdo para calcular aproxi-
madamente a derivada de uma fungdo. Nos vamos usar a notagao (eq. 4.16) nos exercicios
abaixo.

(4.16)

Exercicios: 40 Quociente de diferencas

1. Quociente de diferencas e reta “tangente”

e Calcule o quociente de diferencas de f(x) = x2 — 4, Ag1(f) quando
Az = 0.1. Simplifique a expressao.

f, delta f, delta = .1, 1
15 T T T

T
‘data’

10

~10

_15 1 1 1 ! !

Figura 4.10: Quociente de diferengas Af com Az € {,1} e f(z) = zsen(x).

e Calcule o nimero m = Ao 1(f)(2).

e Trace num mesmo sistema de eizos o grdfico de f e da reta (r) y =
m(z — 2).

e Comente a afirmacdo: “A retar aparentemente € tangente ao grdfico
de f.” Vocé concorda com esta afirmagao ou ela deveria usar a pala-
vra “aprorimacdo” ¢

Calcule o quociente de diferencas de um polinémio do grau 3. Comente:
“este cdlculo prova que o quociente de diferencas de um polinémio do grau
3, € um polinémio do grau 2”.

Calcule o quociente de diferencas de um polinémio do grau 4. Comente:
“este cdlculo prova que o quociente de diferencas de um polinémio do grau
4, € um polindmio do grau 3”.

Grau de um quociente de diferen¢as Demonstre que “o quociente de dife-
ren¢as de um polinémio do grau n, € um polinémio do graun — 17.

Calcule Apa(f) com f(x) = |x| e simplifique algebricamente as expressoes
obtidas.

(a) Faga o grdfico da funcao
¥ =An:(f)(x)

para um valor arbitrdrio de Ax.



(b) Faca o grdfico da funcéo

y=NDo2(f)(x)
(¢) Faca o grdfico da funcéo

y = A1(f)(x)

Observagao: 28 [nezisténcia da derivada num ponto
O terceiro exemplo grdfico, da lista que estudamos acima, (fig. ,4.11), na pdgina 164,
tem uma li¢do particular para nos dar: Quando Ax = % o grdfico mostra um salto no ponto
z =0 entre duas retas. A andlise da funcdo f(z) = |x| neste ponto justifica o que ocorre.
No ponto x = 0, a fungdo valor absoluto troca instantaneamente de coeficiente angular,
de —1 para 1 e consequentemente nao tem coeficiente angular instantineo neste ponto onde
ela tao pouco pode ter uma reta tangente.

abs, delta abs, delta=.1,1

16 T T T

T
“data’

Figura 4.11: Quociente de diferengas Af com Az € {%, 1} e f(z)=|z|

A fungao derivada existe, mas nao estd definida no ponto x =0 :

fllz) =1 <« z>0

{ fllz) =-1 <« <0 (4.17)

Os grdficos (fig. 4.12),(fig. 4.2) pdginas 165, 134, respectivamente, exemplificam a

mesma situagdo, do ponto de vista de sucessoes numéricas. Observe que os grdficos (fig.

4.9), (fig. ,4.10) e (fig. ,4.11), nas pdginas 162,163 e 164, também apresentam sucessoes
muito resumidamente, apenas duas... se tratam de sucessoes de fungdes.

Podemos assim associar & f uma familia de novas fungdes definidas por

I e

sucessoes convergindo para zero

1 T T T T T

T
‘data’

Figura 4.12: Sucessées convergindo para zero.

em que h = Az. Para cada valor do parametro h. Os trés gréficos que obtivemos, em conjunto
nos dao uma nova ligio. Em dois casos as fungdes quociente de diferencas aparecem como
“deslocamentos” uma da outra. Se a diferenga Az diminuir, uma vai sobrepor a outra. Tais
experimentos sao interessantes, mas Matemdtica ndo é uma ciéncia experimental, os fatos
observados devem ser demonstrados formalmente.

A frase “Se a diferenga Az diminuir, uma vai sobrepor a outra.” faz referéncia a um
conceito novo, “comportamento assintético,” que os préximos exercicios vao exemplificar.

4.5.5 Derivada e continuidade

Um dos principais objetivos desta secao, entre outros, é de transmitir-lhe a idéia
de que “derivada” é um grau mais avancado de continuidade, ou seja:

10 Derivabilidade e continuidade

Se f for uma funcdo derivdvel® entdo f é continua, mas, reciprocamente, f
pode ser continua, sem ser derivdvel.

Em outras palavras:

derivabilidade = continuidade; (4.18)
continuidade "5° derivabilidade; (4.19)
f é diferencidvel = f écontinua (4.20)

6Se seus estudos avangarem em Matemadtica, vocé vai encontrar uma forma generalizada
de derivar em que este teorema se torna falso... na teoria das distribuigoes.



no Célculo.
Vamos trabalhar com mais alguns conceitos cuja defini¢do se encontram a
seguir.

Definicao: 26 Supremo e infimo

e Supremo Se um conjunto A # ) se A possuir cota superior, a menor das
cotas superiores se chama supremo de A ou abreviadamente Sup(A).

e infimo Se um conjunto A # () se A possuir cota inferior, a maior das cotas
superiores se chama infimo de A, abreviadamente inf(A).

e Mdzimo Pode acontecer que Sup(A) € A, neste caso o chamaremos de
Maximo de A, abreviadamente Maz(A).

e Minimo Pode acontecer que inf(A) € A, neste caso o chamaremos de
Minimo de A, abreviadamente min(A).

Exemplo: 21 A = sen(n),en Esta sucessao tem um comportamento assintdtico
cactico. Mas A € limitada superiormente e inferiormente, quer dizer que tem
cotas superiores, cotas inferiores.
Mais do que isto, existe a menor cota superior de A que € 1 e existe a maior
cota inferior de A que é —1.
‘ Quer dizer que 1 = Sup(A) ; —1 =inf(A). ‘

Entretanto
e 1 ¢ Alogol nao é Max(A),
e nem —1 € A logo —1 nio é min(A).

Exemplo: 22 Mdzimo, minimo

n+1
n

e Com mdzimo, mas sem minimo A sucessio s = ( Jnen+ € decrescente

como podemos verificar:

(n+1)(n+2) n+2
n n — = 1= n ns
Sn+1/8 nin+1) - > Snt1 > S

quer dizer que ¥Yn > 15 s1 > S,. S1 € uma cota superior para s. Mais do
que isto, s1 € a menor das cotas superiores, portanto sy € o supremo de
s. Como, além disto, s1 € s entdo s1 = Max(s). dizemos que supremo é
a melhor das cotas superiores

Entretanto s nao tem minimo. Por outro lado, qualquer nimero negativo
é cota inferior para s. Melhor do que isto, como s, = "TH € uma fracao
imprépria, entdo

Vnl<s,

e vemos assim que 1 é uma cota inferior para s. Mas 1 é a maior das cotas
inferiores, ou ainda a melhor cota inferior.

Vimos que 1 = inf(s) mas 1 & s logo ndo o minimo de s.

Thfimo de A MEximo de A
A
i i ' * |
m > m 1 O So <« A Eoé 1 S >
cotas inferiores cotas superiores

Figura 4.13: Supremo e Infimo de um sub-conjunto da reta; O méximo, aqui, conicide com
0 supremo.

e Com minimo, sem mdximo

Podemos repetir calculos semelhantes aos anterior para mostrar que t =
(41)neN tem minimo, 0 € t.

s

Como t é crescente entdo seu limite 1 = sup(t) € t portanto tem um
supremo, 1, mas nao tem mdximo.

1 =1lim(¢)
porque a sucessao t representa o nimero 1.

e Com mdzimo, sem minimo E o caso da sucessio s = (%)WEN*- E uma
sucessao decrescente e limitada inferiormente, (tem infimo) por 0 que
também € o seu limite.

Vamos ver uma definicdo “técnica” de infimo e supremo.

Por definigdo, o “supremo” é a maior das cotas superiores de um conjunto,
(de uma sucessio).

Considere uma sucessao s, se S = sup(s) que dizer que S é a menor das
cotas superiores, portanto S — € ; € > 0 tem que ser menor que alguma cota
superior, sendo seria o préprio supremo. Ver o grafico (fig. 4.13), pagina 167

Um método técnico, para testar a existéncia do supremo e do infimo estédno
préximo teoremas:



11 Teste do Supremo e do infimo Dado um conjunto s # (,S = (¢) Mostre que se [ for continua em [a,b] entdo f tem wm ponto de
Sup(s) se, e somente se, méximo e um ponto de minimo em [a, b].

Ve > 0 S+ € é uma cota superior de s ;S +e ¢ s, 4. Mostre que se f for derivdavel, entao f é continua

5. derivada do produto Considere duas funcdes derivdveis, f, g, e defina

e S — € € menor do algum elemento de s.
m=inf(s) se, e somente se, m(z) = f(z)g(x).

Ve > 0 m — € € uma cota inferior de s;m —e€ € s

e m+ € € maior do que algum elemento de s. (a) Calcule
Am  m(z+ Az) —m(x)
A demonstragdo fica como exercicio, se trata de uso direto de desiguldades N Ax
e das definigdes. (b) Acrescente no numerador de AA—Z/L a expressao nula
4.5.6 Teorema do Valor intermediario flz+ Az)g(z) — f(z + Az)g(z)
Exercicios: 41 Continuidade, derivada e desigualdades. e com seu auzdlio fatore o numerador para conseguir
Af Ag
1. Teor: do valor intermedidri — Az)—
eorema do valor intermedidrio Axg(x) + f(z + Ax) Ay
(a) Se f for uma funcdo continua, no intervalo [a,b] prove que e deduza dai a expressio da derivada de m.
o f ¢é constante ou; (¢) Encontre a expressio da derivada de f(x)g(z)h(z), derivada do pro-
o f assume os valores m, M ; m < M entao duto de tres fungoes diferencidveis.
— Suponha que (d) Generalize para encontrar a expressio da derivada do produto de n

fungoes diferencidveis
fla)=m; f(b)=M; a<b; ye[m,M|
fl(m)fQ(l') o f’n(x)v

Mostre que existe ¢ € [a,b] ; y= f(c).

— Suponha que (e) Calcule a deriwada de f(z) = x™.
(f) Calcule a derivada das fungées:
f@)=M; jO) =m; a<b;yelmM] fz) _J') @) F@)
Most ste e la bl u— . xsen(x) sen®(x)
ostre que existe ¢ € [a,b] ; y = f(c) o5 (2) sen(@)cos(z)
2. Enuncie o Teorema do Valor intermedidrio, demonstrado no exercicio an- 2sen(x) 22sen(x)
terior.
eror 6. Derivada do quociente
3. fungdes limitadas 1 . A
e — (a) Defina q(x) = (s Mos pontos em que g ndo se anula. Calcule 32 e
(a) Justifique porque, se f :[a,b] — R for continua, entdo existem duas deduza o valor de ¢ ().

retas paralelas ao eizo OX tal que grafico(f) se encontra contido (b) Se q(z) = M, caleule 29 ¢ deduza ¢ ().

entre estas duas paralelas. Chame de m, M as ordenadas que definem g(z) Az
estas retas, mostre que sao cotas inf@rior e supem'or do conjunto (C) Calcule a derivada das fungées indicando o dominio de validade da
expressao encontrada:
{yiy = f2); z €a,b]} f) f'=) | [flx) f'=z)
T sen(z)
(b) Mostre que as duas cotas indicadas acima podem ser dtimas, quer Sczfsl((i)) &eyﬂf(m)
dizer a menor possivel, no caso da cota superior, e a maior possivel sen(a) cos(a)
no caso da infererior. o= P,




7. Considere a fung¢do

. 222 — 4z
SO PP | PRy

(a) Mostre que y = f(z) é continua em R mas sua derivada nao existe
em dois pontos, (quais?).

(b) Nos pontos a, em que a derivada nao existir, calcule f'(a+), f'(a—).

(¢) Verifique a retax =1 € um eizo de simétria de f. Defina formalmente
0 que significa esta simetria.

(d) Prove que para grandes valores de x o comportamento assintdtico de
f € o de uma reta. Encontre a equacdo desta reta.

(e) Faga o grdfico de y = f(x).

8. composta de fungdes continuas Mostre que se f, g forem continuas, entao
as fungoes f(g(x)),g(f(x)) também serdo continuas quando puderem ser

definidas.

9. derivada da composta-regra da cadéia

Suponha que f, g sejam derivdveis e que a fungao composta c(x) = f(g(z))
esteja definida.

(a) Calcule £

(b) Veja que a sequinte “equagao” caracteriza a composi¢ao de fungoes:

2= hiz) = f(y) = flg(2)) 525 y s .

Insira, agora, no numerador e no denominador de % 0 mesmo fator
Ay e mostre que ¢/ (z) = f'(g(z))g' (z).

10. Calcule a derivada das fun¢ées indicando o dominio de validade da ex-
pressao encontrada. Admita a sequinte tabela de derivadas:

(sen) = cos; (cos) = —sen

para usar nos cdlculos abaixo.

f(x) ['(x) f(x)  [(x)
sen( 2) sen(cos(x))
sen?(x) cos(sen(x))
sen(nx) cos(nx)

sen(x/n) cos(z/n)
sen(x) cos(x)
cos(x) sen(m)

1

cosz(.r) SF’IL(L)

cos(x) 5en(x)
xcos(z) xsen(x)

cos?(z) + sen’(x) x2sen(x)

4.6 Funcgoes continuas e o limite

Se f for uma fun¢ao continua,
f:I — R Iéum intervalo de R,

por definicdo, f preserva convergécia, isto significa:

e Para qualquer sucessdo s que represente o ponto a, f(s) serd uma sucessao e ird repre-
sentar um ndmero no conjunto de valores de f;

e lim f(sp) = f(lim).

As duas expressoes acima sdo equivalentes, e vocé deve se convencer disto (ou formalmente se
recusar ...). A segunda expressdo pode ser parafraseada com a sentengao: “Se f for continua,
entao podemos permutar f e o operador lim

Vamos explorar as formas de expressar a continuidade nesta segdo e chegar a algumas
consequéncias técnicas deste conceito.

Aprenda também a passar livremente da sentenga

s respresenta o ntimero real a
para a sentenga
lims, = a.
n

porque elas significam a mesma coisa.

Alguns dos exercicios desta segao repetem fatos ja vistos anteriormente, porém com outra
forma de ver as coisas. Por exemplo, j4 vimos em lista de exercicio anterior que os polinémios
sdo fungoes continuas. Agora este resultado volta a se apresentar como consequéncia dos dois

primeiros resultados da préxima lista. E preciso que vocé se conscientize disto.

Exercicios: 42 1. A adi¢do € uma fungdo continua Mostre que se s repre-
sentar o nimero real S et representar o numero real T entdo s+t repre-
senta o numero real S+ T.

2. A multiplicagdo € uma funcdo continua Mostre que se s representar o nimer

real S et representar o numero real T’ entao st representa o numero real
ST.

3. Construgdo de fungées continuas

o Mostre que se I LF e F EN G, I, F,G sendo tres intervalos de R,
se f,g forem continuas, entéo f + g € uma nova fungdo continua.

o Mostre que se I 4, FeF EN G, I, F,G sendo tres intervalos de R,
se f,g forem continuas, entao fg € uma nova fungdo continua.

e Mostre que os polinémios sdo fungées continuas.
4. Soma de limites

o Se f g forem duas fungdes continuas definidas no intervalo I =
Domy = Domyg;
e se s representa S € I;

o Entdo im(f(s) + g(s)) = f(S) + g(S).



10.

. questdo equivalente a uma outra Se lims,, = S e se f,g forem continuas,
n

entao

lim f(s0) +9(sn) = A+ B com A= (5);B=g(S).

. Produto de limites Se lims,, = S e se f,g forem continuas, entao
n

lim f(s0)g(sx) = AB com A= f(S); B = g(S).

Quociente de limites Se lims,, = S e se f,g forem continuas, entao
n

lim f(sn)/g(sn) = A/B com A= f(S); B=g(5) # 0.

. A derivada € uma propriedade especializada de f

(a) Se f for continua, entdo

lim fa+ Az) ~ (@) =0

(b) Se f for continua, entdo
a+ Azx)— f(a
LTt An) - f@)
Az=0 Az
sendo o nimero A o coeficiente angular instineo de f no ponto a.
Definigao: 27 Funcdo diferencidvel Se o limite anterior existir em
todos os pontos a € Domy, diremos que f € diferencidvel.

Verifique se as funcgoes sequintes sao diferencidveis e calcule suas deriva-
das. Havendo pontos “problemas”, identifique-os

a) fl@)=(z+3)(x+2) b)fle)=2a-1 ¢ f(a)=55

Determine os limites indicados e justifique como fazer, (se vocé nio con-
sequir calcular exatamente, pelo menos simplifique a expressao final até o
limite posstvel).

a) iilr%(x +3)(x+2) b) iilri 22— 1 ¢) hm 2+}

d) lim1 f—i"f 1:24 f) hm 22° —5z+2
im ) =a? o (A (y+p) —y?

9) hn(l) h h) AI;,H:IO Az i) },m% o

j) lim Tw k) limw ) lim w

I x

m) hn% o n) lim Snelsen® ) hmow
o=

p) lim *80) ¢) lim sen(z) r) Jim cos(0+Az)=cos(0)
Az=0 € —0 T

e R S T

4.7 Coeficiente angular instantaneo

A técnica bdsica que vamos empregar é a manipulagdo das duas diferengas, Az, Ay. Cabe
fazer algumas definigoes:

Definigao: 28 Quociente de diferencas

Az E um deslocamento considerado paralelamente ao eizo OX.

Ay Dada uma fungdo y = f(z), podemos calcular a diferenga Ay = f(a+Az)— f(a).

A figura (fig. 4.14), pdgina 174 mostra o significado geométrico de Ay e de Azx.

Ay € um deslocamento calculado ao longo do eizo OY, em fung¢do de Awx.

Ay e Az sao os catetos oposto e adjacente do dngulo agudo que a hipdtenusa faz com
uma paralela ao eixo OX. Ver (fig. 4.14).

O quociente % € o coeficiente angular da hipotenusa do triangulo retdngulo mencio-
nado acima, ver (fig. 4.14). Como esta hipotenusa estd sobre a reta secante ao grdfico
de y = f(x) passando nos pontos (a, f(a)),(a + Az, f(a + Az)), % € o coeficiente
angular desta reta.

Este coeficiente angular é uma aprozimagdo do coeficiente angular instantaneo, a de-
rivada f'(a).

A derivada, f'(a), € o coeficiente angular da reta tangente no ponto (a, f(a)).

E usando limite que conseguiremos calcular a derivada formalmente. Veja todas estas
“entidades” na figura (fig. 4.14), pdgina 174.

Veja também os dois gréficos, (fig. 4.15) na pagina 175 e (fig. 4.16) na pagina 176. No
primeiro uma sucessao de secantes se aproxima da tangente. No outro podemos ver apenas a
tangente ao grafico no ponto (a, f(a)).

Releia esta introdugao diversas vezes até que estas idéias se tornem claras para vocé. Nao
duvide que elas sao dificeis, mas absolutamente nio sdo para génios...

4.7.1 Coeficiente angular de retas

Exercicios: 43 Coeficiente angular de retas

1.

2.

aretay = 2(x — 3) + 4.

(a) Faca o grdfico da reta y = 2(z — 3) + 4.

(b) Considere um deslocamento no eizo OX, a partir do ponto a, chame-o
Az. Calcule f(a+ Ax), com f(x) = 2(x — 3) + 4. Calcule

Ay = f(a+ Az) — f(a).

Represente graficamente seus cdlculos. Construa, inclusive, o trigngulo
retangulo com catetos Ax, Ay cuja hipotenusa coincida com o seg-
mento (a, f(a)), (a + Az, f(a + Az)).

(c¢) Calcule o quociente %.

a reta f(x) =m(x —a) +b.




O coeficiente angular da reta tangente
o
e

fi(a)

reta secante

a a4

Figura 4.14: H4 um tridngulo retangulo de lados Az, Ay cuja hipotenusa estd sobre uma
secante.

(a) Considere um deslocamento no eizo OX, a partir do ponto a, chame-o
Az. Calcule f(a+ Az), com f(x) =m(x —a) + b. Calcule

Ay = f(a+ Az) — f(a).

Represente graficamente seus cdlculos.

. A - .
(b) Calcule o quociente £, com as expressoes calculadas na questdo an-
terior.

(c) Observando que o ponto a foi tomado arbitrariamente, verifique que
a conclusdo é: “as retas tem coeficiente angular constante”.

4.7.2 Coeficiente angular de parabolas.

Exercicios: 44 1. Sejay = f(z) = 2®> — 22 + 4.

(a) Considere a pardbola
flx) =2 — 22 +4.

Faga o seu grifico.

(b) Considere um deslocamento no eizo OX, a partir do ponto a, chame-o
Azx.

e Calcule f(a+ Az).

e Calcule Ay = f(a+ Az) — f(a).
e Represente graficamente seus cdlculos.
o Calcule %;i e simplifique a expressao.

(c) Considere Ax = % Observe que a medida que k cres¢a, Ax descresce
“se aprorimando” de zero, portanto Ax “representa” zero. Tire disto
uma conclusdo sobre o coeficiente angular instantaneo da pardbola no
ponto a. Ver o grdfico (fig. 4.15), na pdgina 175.

(d) Verifique no grdfico que as sequintes afirmagoes procedem, e identi-
fiqgue onde (no grdfico):
i. O coeficiente angular instantaneo depende do ponto a.
#. O coeficiente angular instantdneo pode ser zero.

#i. O coeficiente angular instantaneo pode ser negativo. Onde serd
negativo? Onde serd positivo ?

Sucessao de retas secantes
60 T T T T

T
‘data’

Figura 4.15: Sucessdo de secantes se aproximando de uma tangente.

2. Faga com cuidado os grdficos das fungoes
flx)=a22—22+4 ¢g(z) =222

num mesmo sistema de eizos. Verifique “experimentalmente” que g(x)

fornece o coeficiente angular instantdneo de f em cada ponto: g = f'.

. . . A
Compare com a expressao encontrada na questao anterior, para A—z,



Observagao: 29 A fungdo derivada.

A fungdo g da ultima questdo se chama de derivadada de f. Notagdo:
g=1r"

O grdfico de f(x) = 22 — 2z +4 e de uma tangente a este grdfico no ponto
x =4 pode ser visto no grdfico (fig. , 4.16), pdgina 176.

Programas utilizados foram a linguagem de programagdo Python e o Gnu-
plot rodando dentro de um ambiente LinuX.

A reta tangente no ponto (4,f(4))
60 T T T T

T
‘data’

Figura 4.16: Grafico de f e de sua tangente no ponto (4, f(4)).

3. Repita o estudo acima com f(x) = x? para encontrar a fun¢do derivada
g = f'. Faga os grdficos de ambas as fun¢des num mesmo sistema de eizos.

4.7.3 Coeficiente angular instantaneo de outros polinémios.

Exercicios: 45 Derivada de outros polinémios
1. f(x) = 422

(a) Faga o seu grdfico de y = f(x).
(b) e Considere um deslocamento no eizo OX, a partir do ponto a,
chame-o Ax. Indique no grdfico.

e Calcule f(a+ Az).

e Calcule Ay; %, simplifique a expressdo encontrada.

e Represente graficamente seus cdlculos. Nao se esqueca de colocar
4 em evidéncia para entender o que estd acontencendo.

e Considere agora Ax = %, uma representacdo de zero, € erperi-
mente com grandes valores de k para deduzir o valor de f'(a).

2. Coeficiente angular instantaneo de f(x) = 5x2.

(a) Considere f(x) = 5x2%. Faca o seu grdfico.

(b) Considere um deslocamento no eizo OX, chame-o Azx. Calcule f(a+
Az). Calcule Ay = f(a + Ax) — f(a). Represente graficamente seus
cdlculos. Nao se esquega de colocar 5 em evidéncia para entender o
que estd acontencendo.

3. Coeficiente angular instantdneo de f(x) = x>.

(a) Considere f(x) = 3. Faga o seu grdfico.

(b) Considere um deslocamento no eizo OX, chame-o Azx. Calcule f(a+
Az). Calcule Ay = f(a + Ax) — f(a). Represente graficamente seus
cdlculos.

(c) Calcule %, e simplifique a expressao encontrada. Considere Ax = %,
e tire uma conclusao sobre o coeficiente angular instantaneo de f no
ponto a quando k tiver um valor muito grande.

4. Verifique no grdfico que as sequintes afirmacgdes procedem, e identifique
onde (no grdfico):
(a) O coeficiente angular instantdneo depende do ponto a.
(b) O coeficiente angular instantaneo pode ser zero.
(¢) O coeficiente angular instantaneo pode ser negativo. Onde serd ne-

gativo? Onde serd positivo ¢

5. desigualdade variacional Suponha que y = f(z) seja uma fungdo dife-
rencidvel, definida no intervalo [a,b] Mostre que

f'(xo)(x —20) >0

implica em exatamente uma das relagoes

a<zog<b = fl(zg)=0 (4.21)
zo=a = f'(a)>0 (4.22)
zo=b = f'(b)<0 (4.23)

e reciprocamente” .

7do livro de G. Stampachia - An introduction do Variational Inequalities and its applica-
tions



Solugao: 11 e a < xg <b entdo x —xy pode ser positivo ou negativo
entao para que sempre f'(xo)(x—x0) > 0 a dnica saida é que f'(xg) =
0. Reciprocamente, se f'(zg) =0 entao

f(xo)(x — 20) 20
e Sexg=a entio v — g > 0 entdo f'(a)(x — a) > 0 implica que

f'(a) > 0.

Reciprocamente, se f'(xo) > 0 entao f'(xo)(x — x0) >0 x > ¢ para
todo valor de x o que implica que g = a.

e Sexg=0b entio v — xg < 0 entdo f'(b)(z —b) > 0 implica que
F'(b) < 0.

Reciprocamente, se f'(xg) < 0 entdo f'(xzo)(x — xo) > 0 implica que
r—1x0 < 0=2x < x para todo x logo x =b.

4.7.4 Regras de derivacao.

Vamos descobrir algumas regras de derivacao usando os resultados obtidos nos
exercicios acima.

Exercicios: 46 Regras de derivagdo

1. Formule, a partir das experiéncias feitas acima, qual seria o coeficiente
angular instantdneo de f(x) = z™.

2. Complete a tabela de derivadas abaizo usando os resultados alcangados
nas questoes anteriores.

L/ A i A | A

2x Az?2 + Bz +C 6zt | 2423

T x3 2x°

3z xt T8

-3z 2 223 622

Az 28 3zt

22 4 22 " %

22 +2x+4 | 22 +2 43 Ax™ | Anz™ 1T

Capitulo 5

A Derivada e a Integral.

Neste capitulo comegaremos oficialmente o estudo das derivadas de uma forma sistematica
que difere do que fizemos antes quando a derivada foi apresentada informalmente.

Em passado recente, nos cursos de Célculo, se apresentava a derivada como um método
essencial para se obter o grafico de uma funcao. Hoje os gréficos de fungGes se podem obter
com programas de computador, com muito mais eficiéncia. Entretanto tais graficos perdem
sensibilidade em alguns pontos o que nos obrigando a estudos qualitativos para detectar o
comportamento dos grafico neles. A derivada representa um desses estudos qualitativos, o
mais importante, que se traduz pela andlise do coeficiente angular instantaneo do gréfico de
num ponto e de outras propriedades geométricas, como curvaturas ou mudangas de curvatura
que um programa de computador muitas vezes nado consegue ressaltar.

Mas este seria apenas um aspecto do uso da derivada. Mais importante é sua uti-
lizagdo na aproximagdo de fungdes em que ela se encontra no “porao” dos métodos mais
avancados. O exemplo da “pedra rodando presa a um cordao” contém os rudimentos utiliza-
dos no langamento de uma nave espacial que deva levar um satélite para entrar em 6rbita.

De ferramenta imediata para construir gréficos, a derivada evoluiu para se tornar numa
forma mais fina de analisar o comportamento de uma fungdo, ou para construgdo de uma
trajetéria a partir de informagdes colhidas por sensores, caso do satélite a ser colocado em
orbita.

Também ja ressaltamos que a derivada hoje é vista como uma ordem de continuidade: se
f for derivavel entao f é continua.

Vamos estudar técnicas de derivagao junto com algumas aplicagoes da Derivada.

A derivada, por definigdo, é o coeficiente angular da reta tangente ao gréfico de f no ponto
(a, f(a)), portanto é o limite do coeficientes angular das secantes:

. fla+Az)—f(a) . Ay
lim ————~~> = lim —
Az=0 Ax Az=0 Ax

Esta forma de definir, entretanto, é muito custosa sendo necessério ir em busca de regras
“algébricas” que tornem o célculo da derivada mais rapido.
Notagao:
Vamos usar uma notacdo para simplificar o trabalho. Como estamos a todo momento
trabalhando com o quociente T+ em que Az = % € uma representagdo do zero, entdo quando
Af

escrevermos x° estaremos sempre pensando! em

Af o flat )~ fla)
lim — =lim —*————.
Az=0 Az n %

laqui hd uma particularizagio, deveriamos dizer a + s, em que s = (sp)peN fosse uma
representagao qualquer do zero. Fica o alerta se vocé desejar ser mais preciso.

179



5.1 Técnicas de derivagao.

Estoque de derivadas

Resumo.
Se soubermos a derivada de f e de g podemos deduzir qual é a derivada de

fig:fg: g; W) = f(g(@))

quando estas fungoes estiverem definidas. E este o assunto da presente suite de exercicios
entitulada regras de derivagdo.

Exercicios: 47 Algumas regras de derivagdo

1. derivada da fun¢do constante.

. _ ~ . Af
Verifique que se f(x) = ¢, uma constante, entdo o quociente Ay sempre

serd zero, logo f'(x) =0.
Solugao: 12 Se for uma funcao constante, digamosV z ; f(x) = ¢ entdo

fe+An)=c; f@)=c =
= Af=f(z+Az)— f(x)=0 =
A
= &=
Observe que na ultima equag¢do ndo fizemos o comentdrio "Ax # 0”7. Nao
tem sentido falar em Ax = 0.

Quer dizer que % = 0 para qualquer que seja Ax logo

Observe ainda que a expressdo, Ax = 0, no operador lim, significa que
Az é uma sucessao qualquer que representa zero, e nao, necessariamente o

zero. Pode ser a sucessao constante zero, inclusive. Sao "linguagens”diferentes

2. derivada da funcao f(x) = Ax + B.

(a) Calcule % para f(z) = Az + B e conclua que f'(z) = A e que
graf(f) é uma reta.

(b) Como as retas tem coeficiente angular constante, se o grdfico de f,
graf(f) for uma reta, mostre que ﬁ—i = %ﬂz_ﬂa) = A, uma

constante, independentemente do ponto a em que foi calculada a di-

ferenca e independemente do valor de Azx. Se a reta for paralela ao

eizo OX, quer dizer que f é uma funcdo constante, entdo A = 0.

(¢) Deduza, usando a férmula da equagdo da reta,

y—yo_ﬂ_A

r—x9 Az

que
y=f(z)=Ax+B

explicitando o valor de B e verificando que ele ndo depende apenas
do ponto zg e ndo do valor de Ax.

Vocé assim demontrou o teorema:

12 Derivadas das fungées do primeiro grau

As fungoes do primeiro grau, f(x) = Ax+ B tem por derivada a constante
A e, reciprocamente, se o grdfico de [ for uma reta, sua equagao é da forma
f(z) = Az + B em que A, B sao constantes. Se a reta for paralela ao eizo
OX entio A=0. T

Solugao: 13 (a) Se f(x) = Ax + B entao

Af = flx+ Az) — f(z) = A(x + Az) + B — (Az + B)
Af=Azx+ AAz+ B — Az — B= AAzx
Af _ AAz _ y4

Az Az
Logo % = A é uma constante, vale A para qualquer valor de Ax
logo
Af
lim — =A
Anmo A

quer dizer que f'(z) = A.

Isto ainda pode ser interpretado, geometricamente assim: ”em qual-
quer ponto do graf(f) o coeficiente angular instantineo é o nimero
A. Como as unicas curvas que tem coeficiente angular constante sdo
as retas, entao graf(f) € uma reta.

(b) Se o grdfico de f, graf(f) for wma reta, entdo, em qualquer ponto
seu coeficiente angular instantdneo serd o mesmo:

Afi
Ac A

Se a reta for paralela ao eixo OX entdo Af =0 logo A= 0.

Se a reta for paralela ao eixo OY ndo é fungdo da varidvel x e diremos
que esta reta ndo tem coeficiente angular.



(¢) Aplicando a férmula da equagdo da reta, observemos que
Av=z—xo; Af=Ay=y—1yo
portanto se % = A entdo

Af _y—w
Ax  x—xg
= y—w=Ax—-x) = y=Av+y—Azg=Ax+B

=A =

O wvalor de B = yo — Azg depende do ponto onde passa o grdfico de
f apenas.

3. Soma de fungoes. Considere duas fungdes f,g derivdveis e a soma das

mesmas, h(z) = f(x)+ g(z), que € uma nova fungao.

(a) Cal(‘ule b Verifique que resulta numa soma de “quocientes de difer-
encgas”, escreva explicitamente esta soma de “quocientes de dife-
rencas”.

(b) Cdlcule hm 2— Verifique que resulta numa soma de limites e que,
portcmto

() = [f(z) + g(@)) = f'(z) + ¢'(2).

18 Da derivada da soma

A derivada da soma é a soma das derivadas.
Solugao: 14 (a)

Ah = h(z + Az) — h(z) = f(x + Az) + g(x + Az) — f(z) — g(z)

Ah = f(z+Az) - f(z) + g(z + Az) — g(x) = Af + Ag
Ah _ Af+Ag _ Af | Ag
Az~ Az A +

(b) Se Ax for uma sucessao qualquer que represente o zero (tenha limite
zero), teremos o direita e ¢ esquerda da igualdade, acima, duas
sucessoes iguais, portanto, se uma tiver limite, a outra também tem,
o limite sendo o mesmo.

Como & direita hd uma soma de sucessoes convergentes (as fungoes
sao derivdveis por hipdtese) entao temos sucessoes definindo nimeros
reais (vale portanto que a soma dos limites € o limite da soma) e
temos a direita f'(x) + ¢'(z).

Como as sucessdes sdo iguais, a direita e & esquerda na igualdade,
o limite a esquerda existe e por defini¢do € a derivada de h,

W(x) = f'(x) + ¢ (x).

4. Calcule as derivadas das fungdes definidas abaizo, use

(sen(z))" = cos(z) ; (cos(z)) = —sen(z).

a) f(z) = sen(z) + x> b) f(x) = sen(x) +cos(z) ¢) f(x) = 2% + 2*
d) fx)=lz|; 2=20 € flz)=lel+z; 220 [)f(x)=le[+z; 2

5. Produto de fungédes. Considere duas fungdes f,g derivdveis e o produto

das mesmas, h(z) = f(z)g(z), que é uma nova fungdo. Assuma que Ax
é uma sucessio qualquer que representa o zero, por exemplo:

1
Az = (—)neN ; nzo ; limAz =0
n n

(a) Verifique que
Jim f(z+ Az)g(z) = f(x)g(x)

(b) Verifique que o limite sequinte € zero
Ah — f(x+ Az)g(z) + f(z + Az)g(x)

se apenas f, g forem continuas no® ponto x.

(c) Verifique que as expressoes na sequéncia abairo sao algebricamente
equivalentes (quer dizer que vocé passa de wma para outra efetuando
operagoes algébricas legais).

Ah =
[z +Ax)g(z) - f(z + Az)g(x) + fz + Az)g(x + Az) — f(x)g(x)
Ah = f(z + Ax)(g(x + Az) — g(2)) + (f(x + Az) — f(2))g(x)
% :f($+ACL‘)A—g+ af g(x)
Conclua, por igualdade de sucessées que, uma tendo limite entdo

a outra também tem, sendo a derivada do produto de duas fung¢oes
diferencidvei:

W(x) = (f(x)g(x)) = f(2)g' () + f'(2)g()

14 Derivada do produto

Se f,b forem funcoes diferencidveis, entdo

(f(@)g(x))" = f(2)g () + f'(2)g()

2carece de sentido a continuidade num vinico ponto, mas se usa esta linguagem...



10.

11.

12.

13.

Sabendo que a derivada de f(z) = sen(z) € f'(z) = cos(x) calcule, (indi-
cando o dominio de validade dos cdlculos)

f(z) (:) f(z) = f(Ig(:) f(z) =
x2sen(x) (3 + 2x)sen(z)

cos?x + sen’(x) cos®(x)

sen(z)cos(x) %(’”)

. Calcule a derivada de h(z) = z%(x+4)2, primeiro use a férmula do teorema

“produto de derivadas”, depois desenvolva o produto e calcule a derivada
do polinémio resultante, para comparar os resultados.

. derivada da fun¢io f(z) = x2. Esta func¢do é o produto de g(x) = x por

ela mesma. Use a regra do produto para concluir que f'(x) = 2x.

. derivada da funcio f(z) = Az?. Prove que f'(x) = 2Ax.

derivada da funcdo f(r) = Ax® + Bz + C. Prove que

[Az? + Bz 4+ C) = 24z + B.

A derivada de polinémios. Como polinémios sdo somas de mondémios, ve-
rifique que suas derivadas serdo somas da forma:

P(z) = Zakmk = P'(z)= Zkakmkfl
k=0 k=0

Derivada de ﬁ Considere a fungao g derivdvel e o quociente, h(x) =

Tlxw uma nova func¢ao que estd definida sempre que g(z) # 0.
Al
(a) Calcule X

(b) Verifique que I (z) = —2 (@)

Esta formula na vale nos pontos em que g(x) = 0. Mas vale em qualquer
ponto em que g(x) # 0.

Quociente de funcées. Considere duas fungoes f,g derivdveis e o quoci-

ente das mesmas, h(z) = %, que € uma nova funcdo que estd definida

sempre que g(x) # 0. Verifique h/(z) = W Esta formula
na vale nos pontos em que g(x) = 0. Mas vale em qualquer ponto em que

g(x) #0.

1.

15.

16.

17.

18.

Outro método para o quociente Observe que se g(z) # 0 entdo h(z) =

28 =1 € o produto de duas funcdes:

i) = 9(e) .

Use o fato de que h'(z) = 0 para deduzir o valor de (ﬁ)’, a derivada do

quociente.

FEsta férmula na vale nos pontos em que g(x) = 0. Mas vale em qualquer
ponto em que g(x) # 0.

Calcule as derivadas:
(a) h(z) = tg(x) = 222
(b) h(z) = 75

Estude o comportamento de h(z) = (175z)" isto €, analise

e onde I/ tem sinal constante (positivo, negativo).

e quais sio as raizes de h/(x) =0 e que o acontece nestes pontos.
e deduza o grdfico de h(z) = 755

Preencha a tabela de derivadas:

f f! ! f!
32 +2x+3 T2? — 323

2z — 422 1—2z% — 223

z — 5’ Ax" + Ba" 1 4 Can 2

72t — 223 —x | 2823 — 622 — 1 Az"sen(z)

Calcule as derivadas das sequintes fungoes.

a) h(ﬁ) = zl? b) }L(l) = m C) h(:c) _ st;’r_zé;)
d) h(z) = % e) h(z) = a2(z +3)(x+1) f) h(z) =1

9) hz) = L R e i) h(z) = &
Jh(z) = 23 k)h(z) = sen(:[;)(x +3) ) h(z) =
m) h(z) = 255 wh(v) = ey ) h@) =

19. Para cada uma das funcées do item anterior, preencha uma tabela® no

formato

3h& pontos sugeridos nesta tabela que ndo servem para para algumas das funcées definidas

na questdo anterior, decida quais, substitua por outros, e justifique a razao de sua escolha.



H x | valor de f(x | valor de f'(z) H
5
2

NS RASTREN Rl LN

e para cada item da tabela marque um ponto no plano indicando com um
pequeno segmento de reta, qual é “tendéncia”do comportamento de f na
vizinhanga do ponto.

20. Para cada uma das fungdes definidas abaizo

o) h(z) = 123 b) h(z) = 2] ¢) hz) = *n2)
d) h(z) = £ e) h(z) = sen(z?)(z +1) f) h(z) = %w%
9) hiz) = 555 h) h(z) = % i) h(z) = sntz)
J)h(z) = % k)h(z) = sen(z)cos(x) 1) hz) = \sTl(Tn

)
cos(x 5€n xr cos(x 56"/2 xr
7”) }L(‘L) = sen((xté)) n)h(l) (z45)( z-02—)3)(x(+i) 0) h(‘L) = \cos(agz))\

preencha uma tabela no formato:

T intervalos do dominio e pontos criticos
f(z) sinal de f e valor nos pontos criticos
f'(z) | sinal de f', zeros de f', valor nos pontos criticos

21. Use a informagdo contida nas tabelas anteriores para esbocar os graficos
das fungoes definidas na questdo (ezercicio 20).

22. Derivada da composta - A regra da cadéia

(a) Produto de diferenciais Considere duas fungées f,g, cuja composta
exista. Notacao:

z=Mhz) = f(y) = fg(x))
Justifique “algebricamente” a seqiiéncia de identidades:

Wz + Azx) — h(z) = f(g(z + Az)) = f(g(2))
Wz + Az) = h(z) = f(g(z) + Ay) = f(9())

h _ f(y+A7/) f)

A_: [f(y+Ay) f(y)]
A AyAz
Ah _ Af Ag

Az Ay Az

(b) Derivada da fungdo composta Acrescente aos cdlculos acima a hipdtese:
As duas funcées f,g sao diferencidveis e justifique entao que

hW(z) = f'(g9(x))g'(x)

23. Derivada da fun¢do composta

(a) Se f(x) = sin(z?), calcule f'(z).

(b) Um gaz é bombeado para um baldo esférico num fluzo constante (ve-
locidade) de 50cm?/segundo. Suponha que o baldo se mantém apro-
rimadamente esférico, calcule a velocidade com que o raio do baldo
estd crescendo quando r = 5cm.

(¢) Derivada de f(z) = 2® Use a derivada h(z) = In(z) ; h'(z) = L para
calcular a derivada de In(z®) ;o # —1 e dai deduza

(%) = az* "t a# -1

(d) Derivada da raiz quadrada Calcule a derivada de f(z) = \/z = 2°°

(e) Se 2% +y? =1 entdo encontre o coeficiente angular instantdneo, no
circulo, no ponto (f \f)

24. comparando crescimento

(a) Considere duas fungdes, f,qg tais que
e f(a) =g(a) =b os dois grificos passam em (a,b).
e f'(a) < ¢'(a) a declividade de f é menor que a de g no ponto
(a,b).
ez>a = fl(z)<d(z).
Faga pelo menos um grdfico que corresponda a esta descri¢do. Prove

que

Ve x> a f(z) < g(x).

(b) Uma aplicagdo
Prove que: se duas criangas A e B nascerem no mesmo dia, e se a
crianga A tiver maior comprimento que a crianga B ao nascer, entao,
provavelmente, na idade adulta A terd maior comprimento que B.
(¢) Outra aplicagdo
No item anterior troque “maior comprimento”por “melhores condi¢des
sociais”e enuncie o resultado que assim se pode obter.

25. Prove as desigualdade sequintes e, em cada caso, faca os grdficos das
fungées f,g.

(a) 3(z—2) <4z —2) <« z>2.



(b) 22 <2® <« z>0.

(c) sen(z) <z < z>0.

(d) 1—cos*(z) <z <« x>0.
Sugestao, use o (exercicio, 24a).

26. Prove que a cadéia de desigualdades seguintes vale:

\/1 —cos2(z) /1 — cos?(z) < sen(x) < sen(x)

x NG - VT T o=z

se 0 < x < 1. Sugestao: se inspire em exercicio anterior.

5.2 Analise do grafico de uma funcgao.

Resumo.
Ja sabemos, na pratica, que o grafico de uma parabola é uma curva com a abertura voltado
para cima ou para baixo. A seguinte suite de exercicios conduz & demonstracido deste
resultado.
Vamos mais além aqui, desembocaremos no Teorema Fundamental da Algebra, sem de-
montra-lo, que determina o nimero maximo de solugdes de uma equagao polinomial.
Neste exercicios estamos analisando, de forma fina, graficos feitos por computador nos
capitulos anteriores.

Exercicios: 48 Grdficos de pardbolas

1. Prove que a derivada de f(x) = Ax?® 4+ Bz + C se anula em tinico ponto
—B

I':—ZA.

2. Verifique que o ponto extremo da pardbola é o ponto médio das raizes
(mesmo que elas nao existam como ndmeros reais):
2 +z2" —-B
2 247

3. Para cada uma das fungdes abaizo

a)y=22+3z+7 b)y=5-3x—-8% c)y=2?
(a) calcule suas derivadas e determine o ponto em que a derivada se
anula em cada caso;
(b) calcule o ponto de minimo sem usar as raizes;
(c) use estas informagoes para fazer um esbogo grdfico de cada uma das

funcgaoes.

4. crescimento e derivada Como a derivada de f(z) = Az? + Bz +C é uma
reta, verifique que

(a) Se A > 0 entdo f primeiro decresce até o ponto x = g—f e depois
cresce a partir deste ponto.

(b) Se A < 0 entdo f primeiro cresce até o ponto x = FF e depois
decresce a partir deste ponto.
e conclua que,
e Se A >0 a pardbola y = f(x) tem a abertura para cima; Consequen-
temente a pardbola passa por um minimo no ponto r = %.

e Se A <0 apardbolay = f(x) tem a abertura para baizo; Consequen-

. P _ -B
temente a pardbola passa por um mdrimo no ponto r = 5.

Aplique esta andlise a cada uma das fungoes abaizo



a)y=22+3z+7 b)y=5-3x—-82% c)y=4—2?

5. Para cada uma das fungoes acima, determine os dois intervalos de R em
que ela cresce ou decresce, e com esta informagdo faca os grdficos das
fungades.

6. miniMax Enuncie um teorema associando os pontos de mdrimo ou de
minimo de uma fungdo com os zeros da derivada.

7. Faga os grificos de

ay=x2%>-3x—-7 b)y=-5-3x—-8% ¢)y=—-4—2?

8. Se f(x) = Az®+ Bx +C, prove que o ponto x, tal que f'(x) = 0, é o ponto
médio das raizes, (quer elas sejam reais ou complezas...).

9. Calcule o ponto médio das raizes das pardbolas abaizo e confirme nos
graficos feitos

ay=22-9 b)y=-6-5x+2> c)y=—4r— 22

10. Derivada e primitiva

(a) Calcule a derivada de f(z) = Ax® + Bx + C.

(b) Calcule o ponto médio das raizes de
Az’ + Bz +C =0

(c) Calcule a equagao de

G(x)= | 2Az+ B

|
blw\s

usando integracio geométrica (observe qual € o significado geométrico
do ponto —£).

(d) Deduza uma férmula associando f, f' via integral.

11. Funcgao do terceiro grau

Seja f(x) = Az®+ Ba®+Cx+ D. Determine o nimero mdzimo de pontos
tal que f'(z) = 0.

(a) Especifique este resultado nos seguintes casos:
ay=23+3x+7 b)y=5r—322-8z% c)y=8-2°

(b) Para cada uma das fungées acima, identifique se os pontos em que a
derivada se anula € um ponto de mdzximo ou um ponto de minimo.

(¢) Determine em que caso para y = f(z) definida acima, quando a
funcdo € crescente ou decrescente, onde ela tem méximo ou minimo
relativos e use estas informagoes para fazer os seus grdficos.

12. Teorema Fundamental da /flgebm

Dada uma fungdo polinémial f, a andlise dos zeros de sua deriada f’
pode conduzir a determinagdo dos zeros de f.

Considerando que, se f'(a) = 0 entdo o grdfico de f tem uma tangente
horizontal no ponto (a, f(a)), este fato geométrico permite um esbogo do
grdfico de f, localmente se pudermos determinar em caso:

e ponto de maximo,
e ponto de minimo,

e ponto de inflexao,
se classifica o ponto (a, f(a)).

(a) Considere uma fungao polinémial, f, do terceiro grau. Suponha que
sua derivada se anule nos pontos x = a,x = b. Observe quex =a = b
€ um desses casos.

Encontre todas as possibilidades de relagdo que existam entre

a.b, f(a), f(b), f'(a), f'()

(considerando desigualdade e sinal) e para cada uma delas esboce o
grafico de f. Por exemplo, abaizo se encontra uma possiblidade ilegal

a < b; f(a) < f(b).

Justifique por que € ilegal e determine todas as possiblidades legais e
0s correspondentes esbogos grdficos.

Resposta: existem 2 classes de grdficos, com 3 ou 1 possibilidades de
raizes.

(b) Considere uma fungao polindmial, f, do quarto grau. Determine
todas as possibilidades de grdficos a partir da analise dos zeros de
sua derivada.

Resposta: existem 3 classes de grdficos com 3, 2 1 possibilidade de
raizes.

(¢) Teorema Fundamental da Algebm Enuncie a hipdtese de indugao que
ficou delineada mos itens anteriores, para uma fung¢do polinomial
do grau n. Enuncie o Teorema que fica sugerido pela sequéncia de
questoes que estabelece o nimero de raizes de uma equagdo polino-
mial de grau n.

18. Grdfico de uma funcdo Seja f uma funcao diferencidvel em um sub-intervalo
da reta. Justifique as afirmacgoes sequintes:




(a) A raizes da derivada f' indicam os pontos em que f tem uma tangente
horizontal.

(b) Os zeros da segunda derivada de f" indicam os pontos em que f,
altera de “crescimento para decrescimento” ou vice-versa. Isto €, se

f'(a)=0
e se f era crescente em x < a entdo [ passara a decrescente em
x> q;
o se f era decrescente em x < a entdo f passara a crescente em
x> q;

(c) Trace minuciosamente, (& mao !) o grdfico da funcao
f(z) =24 — 102 — 1527 4 2*

primeiro calculando f', f" e fazendo as andlise das raizes das deriva-
das. Determine os intervalos onde f, f' crescem ou decrescem para
deduzir o grdfico de f. Confira o resultado definindo f em Gnuplot
e executando

gnuplot

> f(x) =24 — 10z — 15 %z % 2 + x * *4 > set pointsize 0.1

> plot f(x),0

> pause -2

> <enter>

> quit

Gnuplot € um programa de dominio publico voltado para fazer grdficos de
fungées (e dados) uni e multi variado. Existe até mesmo uma versao do Gunplot
para DOS ou Windows mas ndo podemos garantir que estas versoes funcionem
bem. Usamos Gnuplot sob LinuX.

5.3 Calculo de derivadas e graficos de funcgoes.

1. Calcule as derivadas das seguintes fungoes.

a) h(z) = 735 b) h(®) = mie ¢) h(z) = 552

d) h(z) = -1 e) h(z) =2*(x +3)(x+1) f) h(x) = sen(z)(z + 3)
g) hw) =3 8) M) = e ) hiz) = 2=

Dby =lel k) h(x) =2 D hiz) = 7

m) h(z) = £28 n) b(z) = 2 0) h(x) = &

2. Para cada uma das funcées do item anterior, preencha uma tabela? no
formato

4h4 pontos sugeridos nesta tabela que nio servem para para algumas das funcdes definidas
na questao anterior, decida quais, substitua por outros, e justifique a razao de sua escolha.

t

[ = [ valor de f(z) | valor de f'(x) |

e para cada item da tabela marque um ponto no plano indicando com um
pequeno segmento de reta, qual é “tendencia”’do comportamento de f na
vizinhan¢a do ponto.

. Para cada uma das fungbes definidas na primeira questdo, preencha uma

tabela no formato

T intervalos do dominio e pontos criticos
h(z) sinal de f e valor nos pontos criticos
B (x) = | sinal de f’, zeros de f’, valor nos pontos criticos

e a) hiz) = ;15
o g) h(z) =3
© ) hie) = 3

sin(x)

. Use a informacédo contida nas tabelas anteriores para esbocar os graficos

das fungbes definidas na primeira questao.

. comparando crescimento Considere duas fungoes, f,g tais que

e f(a) = g(a) = b os dois graficos passam em (a,b).
e f'(a) < ¢'(a) a declividade de f é menor que a de g no ponto (a,b).
ex>a = f(z) <4 ().

Faca pelo menos um grafico que corresponda a esta descrigdo. Prove que

15 Desigualdade e derivadas. Vz z > a f(z) < g(x).

. Prove as desigualdade seguintes e cada caso faga os graficos das fungoes

f9.

(a) 3z —2)<4(z—-2) <« z>2
(b) 22<2® <« x>0

(c) sen(z) <z < z>0

(d) 1—cos?(x) <z <« >0



7. Prove que a cadéia de desigualdades seguintes vale:

\/1 - c;sz(a:) _ V1 f\;;sz(x) < se:}%z) < senx(x) <1

se0<zx<1.

5.4 Numeros complexos e trigonometria.

As fungdes trigonométricas oferecem uma dificuldade especial que é preciso ndao despre-
sar: elas tem uma definicGo geométrica e nds precisamos trabalhar com suas propriedades
algébricas. As pontes para saltar sobre este fosso sao muito exiguas e dependem de uma arte
secular...

Um pouco de ndmeros complexos ajuda a criar um método para redescobrir, quando ne-
cessario, as férmulas dos arcos-soma, faremos isto na primeira segdo que vocé pode saltar se
julgar desnecessario.

1. Efetue e represente geometricamente no plano:
a) (2+3i)+(3+2i) b) (a+bi)+ (c+di)

¢) (2 + 30)(3 + 21) d) (2 + 30)(2 — 3)
e) [(2 + 3i)] f) |(cos(0) + isen(8)|
g) (a+bi) + (—a—bi) h) (cos(0) + isen(8)(cos(c) + isen(w))

2. Notagao de Euler:
cos(9) + isen(f) = '’
Prove geometricamente que
ee’™ = (cos() +isen(d))(cos(a) + isen(a)) = (5.1)
cos(0 + a) +isen(d + o) = 0+,
use distancia entre dois pontos e semelhanca de triangulos ao representar
et? et ¢i(0+a) ng plano.

5.5 Derivada das fungoes trigonométricas.

Acompanhe a leitura escrevendo nas margens® indicativos de como foram feitas
cada uma das passagens, faz parte do exercicio fazé-lo. Queremos calcular o
limite do quociente de diferengas

sen(a + h) — sen(a)

li
h=0

e sabemos® que

sen(a + h) = cos(a)sen(h) + cos(h)sen(a)

5como se diz que Fermat fez um dia, de forma incompleta, por falta de espago...
6130 se deixe intimidar por frases autoritdrias como esta, “sabemos...”, se vocé néo souber,
pergunte, e depois escreva aqui no texto como foi feito...

portanto:
lim cos(a)sen(h) + cos(h)sen(a) — sen(a)
h=0 h

esta fragao se pode dividir em duas:

. cos(a)sen(h)  cos(h)sen(a) — sen(a)
R * h ‘

Se conseguissemos provar que

. sen(h) . cos(h) —1
}Lli% cos(a) o 7’1113(1) sen(a)T.

existem, entdo o limite serd a soma’:

lim cos(a)sen(h) + fim cos(h)sen(a) — sen(a)

h=0 h h=0 h

Este é objetivo dos exercicios seguintes. O teorema seguinte serd usado.

16 teorema do sanduiche Se tivermos tres expressoes
fi(h), f2(h), f3(h)

e soubermos que:

o fi(h) < fa(h) < f3(h)

o lim fi(h) = lim f3(h)
eno i 12 = i fy = i f

1. Represente no circulo trigonométrico o arco h e sen(h) e prove que:

sen(h
(a) =5 < f =1

(b) hcos(h) < sen(h) (sugestdo compare as derivadas no ponto h = 0 e
os valores das fungdes neste ponto.)

sen(h)
(¢) cos(h) < =5 <1

(d) Considere h = (1),>1 e conclua que

h
limh = Ocos(h) = ser;]( ) =1
e portanto, pelo teorema® do sanduiche, }11111(1) %(h) =1.

cos(h)—1
h

2. Queremos mostrar que }Lir% = 0. Duas opgoes:

"pelo teorema da soma de limites
8acrescente ao grafico o arco do circulo de raio cos(0)



e comparagao das derivadas a partir do ponto A = 0, 15 pagina 193.

e Use a férmula fundamental cos?(h) — 1 = sen?(h), para encontrar

uma fatoracio do nimerador®.

3. Com f(z) = sen(zx), calcule Af = f(a+ Azx) — f(a). Usando a férmula

do arco-soma, fatore Af e mostre que

. Af
i, e

Observagao: 30 Derivada do seno. Os exercicios acima demonstraram:

17 da derivada do sen. Se f(x) = sen(x) entao f'(x) =

(sen(z))" = cos(x).

. Como sen, cos sao fungoes periddicas, com mesmo periodo e mesmos valo-
res apenas defasadas, mostre, geometricamente, que uma é uma translagao
da outra: - -
sen(z) = cos(z — 5) = cos(z) = sen(xz + 5)
Observagao: 31 Derivada da fung¢io composta. Vemos que cos(x) =
flg(x)) = sen(g(x)) ;g9(x) = = + §, isto sugere pensarmos num método
de derivagdo para o caso da fung¢ao composta, e ele existe, e é fdcil de
explicd-lo simbolicamente:

Chame h(z) = f(g(x)). Queremos calcular o limite Alilr1710 2L Veja o que

as sequintes “contas”sugerem:

Ah = h(a+ Az) = h(a) = f(gla+ Az)) — f(g(a)) = A  (5:3)
gla+ Az) — g(a) = Ag # 0 hipétese 1 (5.4)

8% = Sy (5.5)

Algﬁo % existe ; hipdtese 2 (5.6)

Como queremos encontrar uma regra de derivagdo para a fungao h(x) =
flg(x)), nos baseando no fato de que as duas fungdes f,g sao derivdveis,
entdo a ‘“hipétese 2 acima € satisfeita e podemos usar a sugestdo das
contas acima para calcular:

i 3= Jim, 2525 6
lim Ah iy 24 (5.8)

Az=0=Ag= 0A Az=0 Az

estes limites da dltima equacgao, sao as derivadas de f e de g, encadeadas
demonstrando o teorema:

9multiplique nimerador e denominador por (cos(h) + 1).

18 Regra da cadéia. Se f, g forem fungoes derivdveis, entao

a fungao composta h(z) = f(g(x)) serd também derivdvel e temos:

h'(a) = f'(9(a))g'(a)

. derivada do coseno Deduza do anterior que

(cos(2))' = (sen(g(x))’ = cos(g(x))g/(x) = cos(w + T) = —sen(x)

. Calcule as derivadas das seguintes fungoes:

a) h(z) = sen(z)cos(z) b) h(z) = ii:l((f)) c)h(z) = f:fb((?)

d) h(z) = zsen(z) e) h(z) = 2%sen(z) f) h(z) = 2%cos(x)

8) h(z) = i b Ar) = A1) hix) = 32
j) h(z) = sen(cos(x)) k) h(x) = se ( 2y 1) h(x) = cos(x?)

m) h(z) = 0052(33) n) h(z) = co ( ) o) h(z) = cos™(x)
p) h(z) = sen®(z) q) h(z) = sen®(z) 1) h(z) = sen”(z)

. integragao geométrica Prove geométricamente:

7] sen(x) =

|
Q
S
@
—~
8
N

Oty oy "l

) [ sen(a) =
0

Q
S
@
N
—~
8
N

d) J sen?(x)

. Deduza da relagdo fundamental cos?(z) + sen?(x) = 1 que

fsen )+cos*(z)=m b) [sen®(@)=F c¢) [cos?(z)=3%
0 0

. Calcule também, (represente geométricamente) as dreas calculadas):

fécn )4 cos®(z) b) 2f7r§en2(‘L) c) 7(6082(‘L)
0 0

d) f sen?(x) + cos?®(x) e) jzrsenQ(x) f) 770052(:@

—2m -2 —2m



5.6 A derivada de funcgoes racionais

Exercicios: 49 1. Considere a funcao y = f(z) = % Para uma valor ar-

bitrario de Az calcule
Ay

Az’

Considerando Alim0 2—27 deduza que a equagdo da funcgdo derivada de f é:
m A

Ay,

@)=

T

2. Equagdo da reta tangente

(a) Encontre a equagdo da reta tangente ao grifico de f(x) = % no ponto

(3, £(3))-

(b) Encontre a equagao da reta tangente ao grdfico de f(z) = % no ponto
(L, f(1)).
(¢) Encontre a equagao da reta tangente ao grifico de f(x) = % no ponto

(=1, f(-1)).
(d) Encontre a equagdo da reta tangente ao grdfico de f(x) = % no ponto
(2, £(2)).
. N _1 .
(e) Faga o grdfico da fung¢do y = f(x) = + no mesmo grdfico os das retas
tangente cujas equagdes foram encontrada acima.
(f) Considere f(z) = % =z, Conclua que que para esta funcdo vale a

regra da derivac¢do polinomial que jd encontramos anteriormente.

3. Derivada de f(x) = 25

(a) Para uma valor arbitrario de Az calcule

Ay
Ay, —.
Y, Az
Considerando L&imo %, deduza que a equacdo da funcdo derivada de f
o=
é: 5
, _
)= —.
fa) ==
(b) Encontre a equagdo da reta tangente ao grdfico de f(x) = w% no
ponto (=1, f(=1)).
(¢) Encontre a equagdo da reta tangente ao grdfico de f(x) = w% no

ponto (2, f(2)).

(d) Considere f(x) = T% = 272, Conclua que que para esta funcio vale

a regra da derivacdo polinomial.

4. Estenda a regra de derivagdo polinomial para
flz)=2"; melZ

5. Considere dois nidmeros inteiros p,q e as fungoes f(x) = zP; g(x) = 9.

(a) Calcule a derivada de h(z) = g(f(z)).

(b) Determine quando f € a fungdo inversa de g.
6. Encontre a equacgao da reta tangente ao grdfico de
f@)y=a® -z +z-1

no ponto (1, f(1)). Faga o grdfico da tangente e deduza dai um segmento
do grdfico de f nas vizinhangas do ponto de tangéncia.

7. Faga uma tabela de derivadas contendo os pares de fungoes f,f' cujas
derivadas vocé jd conhega.

5.7 Diferenciacao e equacgoes paramétricas

Vamos aqui introduzir, e depois passar a usar, a notagao de Leibniz para
derivadas.

Com auxilio desta notacdo vamos definir um processo de derivagdo mais
flexivel que se aplica a férmulas “ndo funcionais”, a derivagao implicita.
Vamos discutir o conceito “diferencial”, também.

Vamos considerar a equagdo do ciculo, 2 + 3% = 12

vamos ter:
y=+\r2—2a2

em que, para cada valor de x correspondem dois valores de y destruindo a unicidade da imagem
no conceito de funcdo. Houve um tempo em que isto era tomado como natural, nas fungdes
se podia ter mais de uma imagem para cada valor do dominio, eram chamadas algumas vezes
de fungdes “plurivocas”. Depois se concebeu o conceito de fungdes “univocas” e as “fungdes
plurivocas” passaram a ser chamadas de “relagées”.

Mas podemos sempre transformar qualquer “fungdo plurivoca” em uma funcao de verdade,
e vamos fazé-lo com a equacdo do circulo como exemplo.

As “fungoes plurivocas” sao apenas fungoes mal definidas. Por exemplo o circulo, o seu
comjunto de chegada, natural, é o plano, o R2. E o seu pardmetro natural, é ngulo “que
cada ponto” faz!% com o eixo do OX.

Cada ponto sobre o circulo 7S'1 determina com a origem um segmento de reta e este
determina um angulo positivo (a menos de uma volta completa), com o eixo OX. As projegoes
deste sementos nos eixos OX,OY sao:

, € se explicitarmos y nesta equacao,

z =rcos(0) ; y=rsen(h).
O modelo abstrato do que fizemos é:
Equacoes paramétricas

1. Verificamos que a relagao representa uma fungao plurivoca em um espaco de dimensao
n, no presente exemplo n = 2.

10Claro que a linguagem estd geométricamente incorreta, ponto nio determina angulo. No
presente caso sim...



2. Construimos uma colecao de fungoes
1= f1(0) ; - a0 = fn(0)

3. Algumas vezes precisaremos de mais de uma “varidvel” para descrever os pontos do
dominio, mas nao trataremos desta questao neste livro.

5.8 A derivacao implicita

Iniciaremos com a equacdo do circulo caminhando no sentido da derivada.

Com o ciculo definido por uma equaciao como z2 + y? = r2 o conceito de
derivada que estamos usando desde o capitulo 1, fica fora da pratica. Num
determinado ponto x € [—r,r] temos sempre “dois coeficientes angulares ins-
tantaneos” o que é absurdo, porque a expressao

22 442 =2
néo é ”funcional”.

Isto mostra que o parametro adequado para pensar no circulo nao é um
ponto z € [—r, 7], que é a projecao do circulo sobre OX mas sim o angulo: se
estivermos rodando uma pedra em um corddo, queremos saber com que angulo
devemos soltar o cordao para que a pedra se encaixe perto de um “cacho de
mangas” ver “a pedra que parte pela tangente, figura 1.13 na pagina 22”.

O angulo faz referéncia as duas coordenadas:

0 — (x,y) = (rcos(0),rsen(0))

e agora, sim, a cada angulo corresponde um tnico ponto em cima circulo. A
relagao

0 —= (rcos(0),rsen(0)) = (z(0),y(6))

¢ uma funcgao.

Um método de derivagao, chamado de derivagdo implicita se serve muito
bem para equagoes como a equacao implicita do circulo para liberar a derivada.
Derivamos tudo, todas as varidveis:

derivagao implicita

2?2 +y?=r> = 2xdr+2ydy=0

e aqui surge um simbolo que os antigos usavam para substituir a frase “em
relagdo a”. Quer dizer que

2xdx

deve ser lido “é a derivada de x> em relacdo & varidvel z”.

Depois, com o passar do tempo, a notagao dx terminou se incorporando em
outros conceitos e hoje nés a podemos entender, numa concepgao mais geral,
que aos poucos ird ficar mais clara. Mas neste momento entenda-a como a frase
acima.

Primeira regra, dr # x, ou dito com mais énfase: “ds nada tem o que ver
com x, é uma outra varidvel e tem autores que inclusive escrevem a expressao
da derivada da derivada implicita assim:

2?24+ =12 = 2h+2k=0; he OX,k € OY

Tem gente que complica tanto as coisas que inclusive diz que temos dois
espagos em questdo, (que nao deixa de ser verdadeiro), mas neste momento
tudo se passa “como se dx indicasse relativamente a quem estamos derivando”.

Agora, a cada ponto (a,b) do circulo, considere a,b como constantes dadas,
satisfazendo a equagdo do circulo de centro na origem e raio r, podemos obter
a equagdo duma reta:

2ah + 20k =0
ou equivalentemente
2adz + 2bdy = 0
2a(x —a) +2b(y —b) =0

e podemos interpretar ”dx”e ”dy” como as diferencas
de=x—a; dy=y—>

para obter a equagdo de uma reta a partir da derivagao implicita. Temos assim
uma nova interpretagao para os "maéagicosdx”, ”dy”de Leibnitz.
Podemos agora explicitar dy para ter

dy = —Zda (5.14)
y

e se nos calcularmos a derivada de y = f(z) = vr? — 22 usando a regra da
cadéia vamos ter 9
—2x —z
£'@) = 5y = —
2Vr? —x Yy
observando que y = Vr2 — 22,
Quer dizer que na equagao (eq. 5.14) temos:

dy = f'(z)dz
o que motivou Leibnitz a escrever:
dy
() — &y
7w =

que é uma fragao perfeita no sentido de quociente de limites. Chegamos assim
a mesma expressao por dois caminhos.



Se tivermos uma expressao genérica, z = f(z,y) podc(9 ser impossivel escrever
y como fungdo de x mas pode ser facil escrever dy = a—j;dx de onde podemos

calcular

dy Of

dr O
a derivada de f relativamente a x, ou ainda a derivada de uma curva, dentro da
imagem de f relacionando z,y funcionalmente.

5.9 Reta tangente, plano tangente

Podemos aplicar a derivagao para obter objetos tangentes aos graficos de curvas
e superficies.
Considere

[a, b] LR

uma fungao diferencidvel, o que significa que o graf(F') tem uma reta tangente
em cada um dos seus pontos

y=f+f@—c) == y—flo)=[f()x-0)

em que vocé pode reconhecer a expressdo, estudada na Geometria Analitica, da
equagao de uma reta

que passa no ponto (¢, d)d = f(c) (5.15)
que tem coeficiente angular m = f(c) (5.16)
y—b=m(z—a) (5.17)

Exercicios: 50 Reta tangente

1. Escreva a equagdo da reta tangente ao grdfico de f(x) = zsen(x) + 2 *
sen(x) + 3 no ponto (a, f(a)) quando a = 3.1415 e obtenha o grdfico.

Solugao: 15 Com gnuplot

gnuplot> f(x) = x*sin(x) + 2*sin(x) + 3
gnuplot> a = 3.1415

gnuplot> df (x) = sin(x) + x*cos(x) + 2*cos(x)
gnuplot> ¢ = 3.1415

gnuplot> reta(x) = f(c) + df(c)*(x -c )
gnuplot> plot f(x), reta(x),0

2. Derive implicitamente x> +y? = r? e encontre a equacdo da reta tangente

ao ponto (a,b) no circulo de raio r e centro na origem. Escolha o ponto

(a,b).

Solugao: 16 Escolhendo valores a = 1,7 =2
a=1r=2 = 14+b0*=4 = b==3
b=1/3
2xdz + 2ydy ; (a,b) = (1,V3)

2a(x —a) + 2b(y —b) = 2(z—1)+2V3(y —V3) y:f%(a:fa)er
Com gnuplot

gnuplot> f(x) = (4 - x**2)**0.5
gnuplot> reta(x) = b - (a/b)*(x - a)
gnuplot> a = 2

gnuplot> b = f(a)

gnuplot> plot f(x), reta(x), O
gnuplot> a = 0.5

gnuplot> b = f(a)

gnuplot> plot f(x), reta(x), O

. Considere F(z,y) = 2% + 3zy + 23> = 4

(a) Derive implicitamente esta expressao e encontre a equagdo da Teta
tangente ao ponto (a,b). Escolha o ponto (a,b), com b=1;

(b) Considere uma malha de norma 0.5 na regidgo [—5,5] x [—5,5] e de-
senhe em cada no desta malha um segmento de reta de comprimento
0.5 com o coeficiente angular da reta tangente a F(x,y) = 4.

Solugao: 17 (a) Nao € possivel explicitar y nesta expressao. Mas a de-
rivada implicita vai nos conduzir a uma equacdo linear:

y=1 = 22+3zy+ay® =22 +3x+2=2%+42=4(5.22)
r=-2++2 (5.23)

(a,b) € {(=2+v2,1), (=2 —V/2,1) (5.24)

& =20+3y+y*; §F =30 +3zy’ (5.25)

I de + FEdy = (22 4 3y + y*)dz + (3x + 3zy*)dy = 0 (5.26)
(20 +3b+b%)(z — a) + (3a + 3ab®)(y —b) =0 (5.27)
2V2(x —a) +6(—24+v2)(y —b) =0 (5.28)

2V2(z 42— 2) +6(—2+ V2)(y — 1) =0 (5.29)
y=b+ g’;%(x—a) (5.30)

y=1- 2+\/‘)( +2_\/§) (5.31)
yil—m($+2—\/§) (5.32)



(b) O seguinte programa em Python resolve questoes deste tipo. As

equacgoes tem ser atualizadas no programa

#! /usr/bin/python

## try - leitura de dados - dados padrao - dados default

## Com try: except: (empty except) podemos ler dados default
from posix import popen

import sys

### Atualizar os DADOS AQUI #####
## Troque aqui as equacoes de f e £’ = df

def f(x,y):
return x**2 + 3kx*ky + x*y**3

def fx(x,y):

from math import *

x = float(x); y = float(y)
return 2*x + 3%y + y**3

### Atualizar os DADOS AQUI  #####

## Calcule a derivada algoritmicamente ! nao use aproximacao
def fy(x,y):

from math import *

x = float(x); y = float(y)

return 3*x + 3Jkxky**2

from math import sin, cos, atan

print ("============= Entrada de dados \n")
print (" apenas <enter> para ler os dados padrao \n")
try:

papel = input("Video, (papel = 0);
except:

papel = 0

try:

titulo = raw_input("Titulo do grafico, equacao, formato texto ")
except:
titulo
try:

Papel, (papel = 1) -->

papel

tituloLaTeX = raw_input("Titulo do grafico, equacao, formato LaTeX ")

except:
tituloLaTeX = "Gr\\’afico de curvas de n\\’ivel"

## etiqueta = raw_input("Etiqueta referencia-grafico - part
= raw_input ("numero do arquivo, apenas p
### Atualizar os DADOS AQUI  #####

## arquivo_grafico

## Troque aqui as
##titulo = "1/x*x"
##tituloLaTeX = "\
##etiqueta = "Nove
## arquivo_grafico
H#
## arquivo_grafico
print ("Escolha do
try:

a= input("No eixo
except :

a = -15

try:

b= input("No eixo
except :

b =15

try:

c= input("No eixo
except :

c = -15

try:

d= input("No eixo
except :

d =15

print(" 0 nivel do
try:

nivel = input("Niv
except :

nivel = 4

print(" =s=s=s=====
try:

delta = input(" Precisao da malha ----> delta = ")

except :

delta = 0.05

try:

passo = input(" Pr
except :

passo = 0.001

data = open("eixos
data.write(str(a)+
data.write(str(b)+
data.write("\n")
data.write("\n")

equacoes de f e f’ = df

\frac{1}{x"{2}} "
= npg"
HHHHEHEH

= ”calculol4.01.02.res.19."+str(arquivo_

retangulo de trabalho

0X forneca-me o intervalo [a,b]

0X forneca-me o intervalo [a,b]

0Y forneca-me o intervalo [c,d]

0Y forneca-me o intervalo [c,d]

corte - f(x,y) =C

el do corte da superficie —-——---

[a,b] x [c,d]

-——> a

—>b

-——> ¢

-—-——>4d

\nn

=== precisao

ecisao do grafico ---> passo =

"oy
" " +str(0)+"\n")
non +str(0)+"\n”)

ll)



data.write(str(0)+" " +str(c)+"\n")
data.write(str(0)+" " +str(d)+"\n")
data.write("\n")

data.write("\n")

data.close()

x = float(a)

data = open("data","w")

while x < b:

y=c

while y < d:

if abs(f(x,y)-nivel) < 0.2:

try:

theta = -atan(fx(x,y)/fy(x,y))

s =0

while s < delta:

x1 = x + s*cos(theta)

yl = y + s*sin(theta)
data.write(str(x1)+" " +str(y1)+"\n")
S = s + passo

except ZeroDivisionError:

y =y + delta

data.write("\n")

data.write("\n")

y =y + delta

else:

y =y + delta

x = x + delta

data.close()

trans = open("transfere","w")

if papel ==

trans.write("set term postscript portrait ’monochrome’\n")
trans.write("set output ’"+str(arquivo_grafico)+".eps"+"’ \n")
trans.write("set title ’"+str(titulo)+"’ \n")
trans.write("set pointsize 0.1\n")

trans.write("set size 0.7,0.5 \n")

trans.write("plot ’data’ with points, ’eixos’ with lines \n")
if papel == 0:

trans.write("pause"+" "+str(-2)+"\n")

## chama um processo externo, Gnuplot com o parametro
trans.close()

popen("gnuplot ’transfere’")

A saida de dados, deste programa, para o nivel 4 pode ser vista na
figura (fig. 5.1), pdgina 207.

Figura 5.1: .Curva de nivel

4. Seja f(z,y) = 22 + 2xy + 3y2. Calcule a derivada de y como funcdo de x
nesta expressao. Calcule também a derivada de x como fun¢ao de y nesta
expressao.

5. Encontre a equacdo da reta tangente ao circulo (x —3)? + (y—4)? =4 no

ponto (2,44 V/3).

5.9.1 Diferencial

Retornando
Exercicios: 51 Diferencial

1.
2.



5.10 Funcoes definidas via integral.

Uma das aplicagées da integral é de representar a energia acumulada de um fenémeno, por
b
exemplo, se v(t) representar a velocidade de um corpo no instante ¢, entao f v(t) representa

a
a distancia percorrida. Trabalho é outra grandeza fisica definida via integral. Aqui vamos
exercitar o uso da integral também para calcular médias e finalmente para definir novas
fungdes com uma condigdo inicial dada.
Seria interessante fazer os exercicios 24 da pagina 112, se vocé ainda néo os tiver feito, como
preparacao, antes de prosseguir nesta lista. Reveja também os gréaficos daquela segao.
Nesta lista de exercicios vamos trabalhar com o conceito de valor médio integral aprofundanto
o que ja vimos em capitulo anterior e com ele chegando ao cédlculo formal da integral que
culmina no Teorema Fundamental do Célculo

Definigao: 29 Funcao integrdvel

Seja f uma funcdo [a, b] EN R.
Dizemos que f € integrdvel se qualquer sucessdo de somas de Riemann associadas as
b

parti¢ées uniformes do intervalo [a,b] representa um mesmo nimero, chamado ff.

a

Esta defini¢do é insuficiente, mas funciona com a grande maioria de fungdes integraveis
que vocé poderd encontrar num curso de Célculo.

Definicao: 30 Valor médio integral
Seja f uma fungdo integrdvel.
b

O nidmero ﬁ ff € o valor médio integral de f relativamente ao intervalo [a, b].
a

b
Observe que calculos anteriormente feitos com as somas de Riemann de ﬁ f f sugeriam

a
que o valor médio integral tinha o que ver com média aritmética ponderada. Ele nao tem o
que ver, ele é uma média aritmética ponderada.
O instrumento tedrico basico para esta secdo é o seguinte teorema chamado teorema do
valor médio integral

19 wvalor médio integral

Seja [ : [a,b] — R uma funcdo integrdvel. Existe um nimero m, chamado média de f

em [a,b] tal que
b. b
1
/f:m(bfa) <= m= /f
b—a

Este teorema é uma generalizagao da regra para calcular drea de trapésios.

5.10.1 O valor médio integral.

Exercicios: 52 1. wvalor médio integral Calcule o valor médio integral das
fungées abaizo no intervalo indicado.

; 0,9 7 [0,

a)f(x)=2+3 x€[-3,00 b)fl@)=2*+3z ze[-1,1
c)f(z) =22 z € 10,1] d) f(x) =4 z € [—4,4
e)f(z) = 2 re[-1,0] f) f(x)=4 x € [0,4]
g)f(x) == rze[-1,1 h)f(z) = 2 rze[-1,1
i)f(x) = 3 re[-1,1] j)f(z) =23 z €[-1,0
k)f(x) ==z z €10,1] ))f(z) = sin(x) ze[-1,1

2. Fag¢a um programa (ou use wm programa) que calcule a média de uma
fungdo com n amostras, no intervalo'* [a,b].

3. média aritmética ponderada Por defini¢do, amédia aritmética ponderada

dos n numeros ay,- -+, a0, €
a;+--- a
]M-P:pl 1+ +pn n
k=n
> Pk
k=1
Mostre que

=n

k
MPZitkak; ZthL
k=1 k

=1
e identifigue o valor dos pesos ti relativamente a expressao anterior de
MP.

4. Valor médio integral

b
~ . . 1 ~ .
(a) Escreva a expressio da soma de Riemann para 5= ff, nao precisa
a

ser uniforme'2.

b
(b) Verifique que as somas de Riemann de ﬁff quando a < b sao
a

somas do “tipo”
N
> tif(x)
k=0

N
em que os nimeros t; sdo positivos, Y t; = 1, quer dizer pesos em
i=0
uma média aritmética ponderada, portanto “as somas de Riemann

do valor médio integral” sao médias aritméticas ponderadas.

Observagéo: 32 Supremo e infimo.

Veja por exemplo o intervalo aberto I = (3,5]. I tem um mdzimo, que €5 e um infimo
que € 3. O que faz com que 3 seja um infimo, e ndo minimo ¢ que 3 ¢ I.

Os seguintes conceitos estao relacionados:

Hobserve que a definicio de média estd associada a um intervalo, critique isto.
2s0oma de Riemann uniforme é quando os sub-intervalos sdo todos de mesma medida.



e Mdzimo, Supremo, Cota Superior.

e Minimo, infimo, Cota Inferior.
Qualquer nimero que seja menor do que todos os elementos de I € uma cota Inferior.
O infimo é a maior destas cotas inferiores. Se o infimo pertencer ao conjunto ele € o
minimio.
Da mesma forma, qualquer nimero que seja maior que todos os elementos de I é uma

cota superior, o suppremo é a menor das cotas superiores. Se o supremo pertencer
ao conjunto I ele se chama maximo.

. Calcule Sup(f),inf(f) no intervalo [a,b], nos casos abaizo, se existirem
(indique quando e porque no caso de nao existirem):

a) [0, 27] f(x) = sen?(x) + cos®(x)  b) [0, 2] f(x) = cos?(x)

&) [-2m2m]  (z) = sen?(x) D) [2m,27]  f(&) = sen?(x) + 1
8) [7374] f(x) =a? f) [_37 4} f(.l‘) = 1{12

9) [-3.4] fl@)=2+3 h) [-3,4] f(z) = 743

i) (0,00) fl@) =1 3) [1,00) fl@)=1

Do) flo)= ode Do) ) = ek

10. integral e infimo Modifique a formula da integral e do valor médio, na
questdo 8, usando infimo de f no lugar da média.

11. derivada e integral Considere f uma fungao integrdvel no intervalo [a,b]

que contenha ¢ como ponto interior!3.

(a) Defina F(z) = fwf(t) Verifique que H:[Agcf = AF.

(b) Quanto vale o limite:
c+Ax

ALH;JA% / 7).

c

5.10.2 Funcoes definidas via Integral.

em cada caso acima decida se

| Se Sup = Maz ; seinf = min. ‘

. Prove que, para qualquer soma de Riemann,

b
inf(f) < ;- [ 1< 5w

em que inf(f) € o infimo de f e Sup(f) € o supremo de f.

. Um carro foi dirigido por duas horas a uma velocidade constante de 7T0km/h
na primeira hora depois do que a velocidade foi decaindo uniformemente
até chegar em 10km/h ao final do percurso, no centro da cidade.

(a) Faga um grdfico do tempo contra a velocidade do movimento do carro.
(b) Qual foi a distancia percorrida.

(c) Qual foi a velocidade média com que o percurso foi feito.

uaL jor a veilociaaae maxrimas quat for a vetocrtaaae minima e
d) Qual foi a velocidade mdzima? qual foi a velocidade minima?

. integral e valor médio Enuncie a férmula da drea de trapésio. Vocé pode-
ria escrever formula semelhante que dé drea sob o grdfico de uma fungao,

b
[ f?

. integral e supremo Modifique a formula da integral e do valor médio, na
questao 8, usando supremo de f no lugar da média.

A idéia aqui é: se f for uma fungao integrével no intervalo I ; ¢ € I entdo uma nova fungao
se define por meio da férmula

F(x)=b+/f(t); zel.

Vamos investigar as relagoes entre f, F. Da segao anterior ji tiramos uma conclusao: F' = f.
x

A nova fungao F(z) = ff(t) se chama “primitiva” de f com condig&o inicial (c,b).
c

Definigao: 31 Primitiva com condi¢do inicial dada.
Se f for uma fungao integrdvel no intervalo I; ¢ € I diremos que

F(z):b+/f(t)

€ a primitiva de f com a condigdo inicial (c,b) dada. Observe que F(c) = b, quer dizer
que o grdfico de F passa no ponto (c,b).

Exercicios: 53 Primitiva de uma fungao

1. condig¢do inicial Encontre as equagdes e faca os grificos de
W1 )1 oft 9f2 of-2 p[-3
0 -1 1 0 0 0
gft wfe gfe pfa bf-2 yf-u
0 -1 1 0 0 0

2. Considere f(t) =t+3,9(t) =t + 4. Defina

F(t) = / 10560 = [ ot0)
0

0
Prove que F(z) < G(z) para todo x > 0.

3¢ ¢ ponto interior de [a,b] se, e somente se, ¢ € (a,b)




Verifique que se f for uma fungdo polinomial do primeiro grau, entao
x

F(z) = [ f(t) é uma fungio do segundo grau.

Verifique que se f for uma func¢do polinomial do segundo grau, entao

F(z) = [ f(t) é uma fungdo do terceiro grau.

Verifique que se [ for uma fungdo polinomial do grau n, entio F(x) =

x
J f(@) € uma fungdo don+1 grau.
a

. problemas com condi¢ao inicial

Encontre uma'* fungdo cujo grdfico passe no ponto (a,b) com coeficiente
angular m:

a) (avb) = (07
1

ym =3  b)(a,b) = (=1,1);m = —2
c) (a,b) (1,1);m

1
)ym = ~1

xr
. Encontre uma condigdo inicial (a,b) tal que F(t) = b+ [ cos(t) = sen(z).

Cidlculo de primitivas com condi¢do inical

(a) Encontre a primitiva F(x) = ff(t) para
0

‘—z', = t£0ef(0)=0

ft) =
Em particular calcule o valor F(0). Faga o grdfico de y = F(x).
xT
(b) Encontre a primitiva F(z) = [ |t|. Faca o grdfico de y = F(z).
0

(c) Encontre as primitivas das seguintes fungoes relativamente & condigdo
inicial (¢,b) = (0,1) :

f=t  fH==t  J=4t  J0)=1 J0 =2
f= f=-2  fO=% fO=-t+2 fO)=t+
J) = sen(t)  f(t) = cos(t) J)=-sen(t) f(t) =& f=2-t+5

. Preencha uma tabela no formato:

i@ | /@ |

para todas as fungoes cuja derivada ou primitiva vocé ja conhecer.

Mobserve que cada item tem mais de uma solugdo, procure generalizar a solugio.

5.11 A funcao logaritmo natural.

Veja no indice remissivo outras informagdes, neste livro, sobre os logaritmos.

A funcao logaritmo tem uma longa e honrada histéria, entretanto alguns dos seus aspectos
ainda presentes na Escola Secunddria e até em alguns cursos universitarios, sdo assuntos de
museu’® e portanto nido deveriam estar mais ali presentes.

Veremos, nos exercicios uma propriedade fundamental de qualquer fungdo logaritmica f
é: f(zy) = f(z) + f(y). Elas transformam produto em soma.

Esta propriedade foi fundamental desde sua descoberta no final do século 14, por Johh
Napier, até os anos 70 do século 20, portanto ao longo de seiscentos anos. Durante todo este
tempo os logaritmos foram um dos principais métodos para construir tabelas que tivemos.

Hoje sua importancia cresceu sobre outros aspectos.

Vamos aqui estabelecer uma ponte entre o método como os logaritmos foram descobertos
e o que usamos hoje.

Napier e seus contemporaneos observaram que as poténcias de mesma base tinha a seguinte
propriedade aditiva:

a®a¥ = a®tY
e portanto se fosse feita uma tabela associando x — a® esta tabela poderia ser usada para
deduzir o valor de zy ao se consultar a tabela de forma inversa.

Por exemplo, veja a tabela 5.1, na pdgina 216 que contem as poténcias de 10. Em um dos
exercicios vocé serd conduzido a fazer uma multiplicagao histérica, de 16.788040 por 23.713737.

O método para construir esta tabelas era muito complicado e consumia muito tempo.
Naturalmente, as tabelas que existiam eram re-impressas e usadas por muito tempo.

Nos exercicios desta se¢ao vocé verd outras aplicagoes dos logaritmos.

Exercicios: 54 Logaritmo

1. Considere a fung¢ao

| =

Veja o grdfico (fig. 3.9), pdgina 122.

(a) Pelo Teorema Fundamental do Cdlculo, qual é a derivada de f ? Vocé
pode disto deduzir que f € crescente, decrescente, tem algum ponto
de méximo ou tem algum ponto de minimo ?

(b) Caleule (1), F(L5), £(2), f(25), F(2.7).

(¢) Descubra, usando somas de Riemann e um programa de computador,
a solugao da equacdo:
1
/ L
t

1
Use o programa riemann.py por exemplo.

b
(d) Escreva uma soma de Riemann uniforme'® para f % Prove que
a

b b/a 1
[i=]i= /4
t )t )t

a 1 a/b

Bvr . o
15Veja “museu” no fndice remissivo
16065 sub-intervalos sdo todos iguais



ab1 1
’LZ.!?: ?+

isto é: ‘podemos cancelar um dos limites de integragdo multiplicati-
vamente na integral 717.

(e) Ezpresse em termos da uma integral cuja condi¢ao inicial sejat =1,
as sequintes integrais:

o) [+ 10 ]F
2 6

15
¢) 1
5

(f) aditividade*® Mostre que:

ab

i |3
1

1
t

b
1
Ji+
1
b
1
t
1

—ee— s s—3

Use a informagdo contida na tabela para esbogar o grifico de y = f(z).
Antes discuta qual o dominio da func¢do, quer dizer, qual € o intervalo
onde existe grdfico.

&

Museu: multiplica¢do usando logaritmos

(a) Veja na tabela 5.1 quais sao
log(16.788040), log(23.713737)

e adicione estes valores.

(b) O resultado da adi¢ao acima € 2.6 e agora veja qual é a solugao da
equagao log(x) = 2.6 Este ndmero é, aprozimadamente, o produto de
16.788040 por 23.713737.

(¢) Mas se quisermos multiplicar 16.78 x 23.71

x
2. Mostre que se f(z) = [+ entdo f(ab) = f(a) + f(b), isto é f transforma
1
“produtos”em “adi¢des.”
3. Prove as sequintes propriedades de y = f(x) :
(a) Se x> 1 entdao f(x) > 0.
(b) Se 0 <z <1 entdo f(z) <O0.
(¢) [ nao estd definida para x < 0. Em outras palavras, o dominio de f
ERTT.

(d) Eziste um mimero real e tal que f(e) = [ 1

= 1. Situe aprorimada-

e

mente este numero.
(e) f(3)=—F(a).
(f) f(3) = fla) = f(b).

4. Com f(z) = f 1, preencha'® a tabela sequinte:
1
e[ /@ [ f@ [ =]/ [ /]
% 2.5
0.2 e
T 7
0.5 3.5
1 5
1.5 6
2 e?

L7Observe que esta é uma propriedade privativa da integral de flz) = 1

x
Yse vocé puder use um programa de computador para calcular aproximadamente as inte-

grais, se nao puder fazé-lo, deixe representado sob forma de integral.

i. Interpole aritmeticamente os valores dos logaritmos
10og(16.788040), log(15.848931)

(calcule a média aritmética destes valores).

i. Interpole aritmeticamente os logaritmos

10g(23.713737),log(22.387211)

considerando estes os valores respectivos de log(16.78),log(23.71).
Some estes valores que sera o logaritmo do resultado.
Resposta: log(z) = 3.5750

Na tabela vocé vair encontrar 3758.3740 que tem um erro de lei-
tura de uma casa deximal, portanto o valor aproximado da mul-
tiplicagdo deseja serd 375.83740. Se vocé fizer os cdlculos com
uma maquina de calcular, vai poder analisar o erro que mossos
antepassados tinham que evitar com interpola¢oes mais acura-
das... Nao era facil, mesmo assim eles previam a passagem dos
planetas e fizeram calenddrios...

6. Verifique que as equagoes

sao equivalentes e encontre todas as solugdo positivas da primeira.

7. Prove que In(%) = —In(z) ; x> 0.



5.11.1 A familia das fung¢oes logaritmicas.

Se k for uma constante, positiva ou negativa, mas diferente de zero, todas propriedades que
xT

discutimos para f(z) = % continuam vélidas para a nova fungao

1
g(z) = fr(z) = kf(z) = / k

Estas fungées também sdo logaritmicas e vamos ver a diferenga entre elas.

x | log x x | log x x | log x x | log x
10.0 | 1 105.92537 | 2.025 || 1059.2537 | 3.025 || 10592.537 | 4.025
10.592537 | 1.025 || 112.20184 | 2.05 1122.0184 | 3.05 11220.184 | 4.05
11.220184 | 1.05 118.85022 | 2.075 || 1188.5022 | 3.075 || 11885.022 | 4.075
11.885022 | 1.075 || 125.89254 | 2.1 1258.9254 | 3.1 12589.254 | 4.1
12.589254 | 1.1 133.35214 | 2.125 || 1333.5214 | 3.125 || 13335.214 | 4.125
13.335214 | 1.125 || 141.25375 | 2.15 1412.5375 | 3.15 14125.375 | 4.15
14.125375 | 1.15 149.62356 | 2.175 || 1496.2356 | 3.175 || 14962.356 | 4.175
14.962356 | 1.175 || 158.48931 | 2.2 1584.8931 | 3.2 15848.931 | 4.2
15.848931 | 1.2 167.88040 | 2.225 || 1678.8040 | 3.225 || 16788.040 | 4.225
16.788040 | 1.225 || 177.82794 | 2.25 1778.2794 | 3.25 17782.794 | 4.25
17.782794 | 1.25 188.36490 | 2.275 || 1883.6490 | 3.275 || 18836.490 | 4.275
18.836490 | 1.275 || 199.52623 | 2.3 1995.2623 | 3.3 19952.623 | 4.3
19.952623 | 1.3 211.34890 | 2.325 || 2113.4890 | 3.325 || 21134.890 | 4.325
21.134890 | 1.325 || 223.87211 | 2.35 2238.7211 | 3.35 22387.211 | 4.35
22.387211 | 1.35 237.13737 | 2.375 || 2371.3737 | 3.375 || 23713.737 | 4.375
23.713737 | 1.375 || 251.18864 | 2.4 2511.8864 | 3.4 25118.864 | 4.4
25.118864 | 1.4 266.07250 | 2.425 || 2660.7250 | 3.425 || 26607.250 | 4.425
26.607250 | 1.425 || 281.83829 | 2.45 2818.3829 | 3.45 28183.829 | 4.45
28.183829 | 1.45 298.53826 | 2.475 || 2985.3826 | 3.475 || 29853.826 | 4.475
29.853826 | 1.475 || 316.22776 | 2.5 3162.2776 | 3.5 31622.776 | 4.5
31.622776 | 1.5 334.96543 | 2.525 || 3349.6543 | 3.525 || 33496.543 | 4.525
33.496543 | 1.525 || 354.81338 | 2.55 3548.1338 | 3.55 35481.338 | 4.55
35.481338 | 1.55 375.83740 | 2.575 || 3758.3740 | 3.575 || 37583.740 | 4.575
37.583740 | 1.575 || 398.10717 | 2.6 3981.0717 | 3.6 39810.717 | 4.6
39.810717 | 1.6 421.69650 | 2.625 || 4216.9650 | 3.625 || 42169.650 | 4.625
42.169650 | 1.625 || 446.68359 | 2.65 4466.8359 | 3.65 44668.359 | 4.65
44.668359 | 1.65 473.15125 | 2.675 || 4731.5125 | 3.675 || 47315.125 | 4.675
47.315125 | 1.675 || 501.18723 | 2.7 5011.8723 | 3.7 50118.723 | 4.7
50.118723 | 1.7 530.88444 | 2.725 || 5308.8444 | 3.725 || 53088.444 | 4.725
53.088444 | 1.725 || 562.34132 | 2.75 5623.4132 | 3.75 56234.132 | 4.75
56.234132 | 1.75 595.66214 | 2.775 || 5956.6214 | 3.775 || 59566.214 | 4.775
59.566214 | 1.775 || 630.95734 | 2.8 6309.5734 | 3.8 63095.734 | 4.8
63.095734 | 1.8 668.34391 | 2.825 || 6683.4391 | 3.825 || 66834.391 | 4.825
66.834391 | 1.825 || 707.94578 | 2.85 7079.4578 | 3.85 70794.578 | 4.85
70.794578 | 1.85 749.89420 | 2.875 || 7498.9420 | 3.875 | 74989.420 | 4.875
74.989420 | 1.875 || 794.32823 | 2.9 7943.2823 | 3.9 79432.823 | 4.9
79.432823 | 1.9 841.39514 | 2.925 || 8413.9514 | 3.925 || 84139.514 | 4.925
84.139514 | 1.925 || 891.25093 | 2.95 8912.5093 | 3.95 89125.093 | 4.95
89.125093 | 1.95 944.06087 | 2.975 || 9440.6087 | 3.975 || 94406.087 | 4.975
94.406087 | 1.975 1000.0 | 3.0 10000.0 | 4.0 100000.0 | 5.0

Tabela 5.1: Tabela de Logaritmos decimais

1. Considere k£ um ntumero real qualquer, diferente de zero e defina

k
fe@)=kf(x)=[ -5 2>0
[
Prove que:
Jr(ab) = fi(a) + fr(b)  fu(1)=0 fila) =%
fi(2) = —fr(a) Ie(3) = fela) = fr(®)  fr(a™) = nfi(a)

2. Faga o grafico de fi(z) = kf(z) quando
[ k=5 k=3[k=1]k=2]k=105][k=03 ]

3. base do logaritmo O que caracteriza o logaritmo natural é o nimero e
solugao da seguinte equagao:

e

/% —In(e) = 1.

1
O nidmero e é a base dos logaritmos naturais.

(a) Calcule com somas de Riemann uma aproximagao para e.

(b) Calcule k tal que

10 1/3
a) [£=1|b) E—1]d) [E=1]e)
1 1

SN
)
R e
I
-

=—

kE _
2=11¢)

——w

5.12 A funcao exponencial.

1. logaritmo e sua inversa

=&

(a) Verifique que f(x) = In(z) = % ¢ uma funcdo bijetiva; f : Rt — R.

—

(b) Defina a inversa exp(x) = f
i. Dom(exp) = R,

(z). Prove:
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10.

11.

12.

ii. exp(a) * exp(b) = exp(a + b)
iii. exp(0) =1,
iv. exp(x) > 0.
v. exp(—a) = ﬁm)
vi. Zigz)) = exp(a —b)
vii. d%ﬁ(z) = exp(x)

(¢) Trace o gréfico de f(x) = In(x) e dele deduza o gréfico de g(x) =
17 (@) = expla).

(d) exponencial e base Calcule um valor aproximado para exp(1).

. Deduza da férmula fundamental dos logartimos,
. Deduza a férmula bésica da exponencial a® = ezxp(z In(a)) = ® (@),
. Escreva todas as propriedades que vocéconhece da funcao f(x) = e”.

. seno e coseno hiperbélicos Descreva o dominio, verifique se é par ou impar,

pontos criticos, (se houver), calcule a derivada de cada uma das fungoes
abaixo:

T

a) h(z) = —6”'2‘37

Faga os graficos destas fungoes.

T

b) h(z) = £55—  ¢) h(z) = =22

. Faga os gréficos de h(z) = a® com

a)a=10 b)a=2 c)a=3 d)a=7 e)a=5

Em cada caso calcule h/(x) e verifique se os gréficos obtidos conferem com
a variacao indicada pela derivada.

. Escreva todas as propriedades que vocé conhecer da fungéo f(z) = a” ;a >

0.

. Graficos das fungoes:

z—1 |z—1]

a) h(z) = In(2£3) b) h(z) = ln("ﬂ+3|) ¢) h(z) = esen(@)
d) h(z) = Arcsin(z) e) h(z) = Arccos(z) f) h(z)=s

en(e®)

0

10 10
. Calcule asintegrais: a) [ e' b) [ e c¢) [ cos(t)sen(t) d)fe' e) [e

-10 -10 -10 0 10
Determine o dominio das fungdes seguintes:
a) f(x) =In(z?+3z+2) b) f(z) = —-12%) o) flz)L
D)f (@) = ey e) f(z) = /In(z)
Calcule as derivadas das fungoes abaixo:
a) f(z) = W b) f(z) = zln(l1-2%) ¢ f(z) =%
d)f(z) = ln@aﬂ% e) f(z) = xln(x)

Calcule as derivadas segundas das fungoes definidas no item anterior.

5.13 Polindmio de Taylor

Da mesma forma como podemos encontrar uma reta tangente ao grdfico de uma fung¢dao
também ¢é possivel encontrarem-se polindémios, de diversos graus, tangentes ao grdfico de
uma funcgao.

Em tempos idos se considerava este método como aprozimagdo de fungdes. Hoje sabemos
que este é um método auxiliar na construgao da aproximagao de fungoes.

Os exercicios desta segao vao explorar a prépria férmula de Taylor como inicid-lo em algumas
técnicas que podem conduzir vocé as étapas posteriores...

Os polinémios tem diversos graus que representam as suas derivadas de diversas ordens,
se uma fungdo tiver derivadas de varias ordens, podemos, usando o conceito de derivada,
descobrir os tais polinémios tangentes.

Veremos que que eles sdo mais do que apenas tangentes, eles memorizam propriedades
avangadas das fungdes.

Exercicios: 55 Férmula de Taylor

1. Derivadas sucessivas de um polinémio.

(a) Calcule todas as derivadas do polindémio

P(z) = ag + a1(z — a) + az(z — a)* + as(x — a)*.

(b) Com o polinémio definido no item anterior, escreva os valores de
a) P(a) b)P'(a) ¢)P"(a) d)P"(a) e PYa) f)POa)

2. Derivadas sucessivas de uma func¢ao; Polinomio de Taylor

(a) Encontre um polindmio do primeiro grau tangente d fungao f(x)
In(z) no ponto (1,0). Use a formula da reta tangente.

(b) Encontre um polinomio do sequndo grau tangente & mesma fungao,
no mesmo ponto e tendo a mesma curvatura que a fun¢ao no ponto
dado.

(¢) Encontre um polinémio do terceiro grau que coincida com & mesma
fungao, até a terceira derivada.

(d) Faga os grdficos referentes aos itens anteriores.

3. fungdo exponencial

(a) Encontre o polinomio de Taylor do terceiro grau da funcao f(z) =
exp(x) no ponto a = 0.

(b) Encontre o polinémio de Taylor do quarto grau da fungdo f(x)
exp(z) no ponto a = 0.

(¢) Faga os grdficos dos polinomios de Taylor encontrados.

4. funcgdes sen e cos

(a) Encontre o polinémio de Taylor do sétimo grau da fung¢ao f(x) =
sen(z) no ponto a = 0.



(b) Encontre o polinémio de Taylor do oitavo grau da fungao f(z) = 5.14 Técnicas de integragéo
cos(x) mo ponto a = 0.

Herdamos dos matemdticos que viveram nos séculos 18 e 19 uma rica herang
a construida minuciosamente de férmulas de diversos tipos. Em particular
aquelas com podemos calcular

(¢) Faga os grificos dos polinémios de Taylor encontrados.

5. Colagem diferencidvel de fungoes

intervalo [—3, 3]. Encontre uma fungdo polinomial g(x) = ap + a1z +

b
(a) Considere a fungdo polinomial f(z) = (x + 3)(z — 3) definida no /f.
asz? tal que ¢

Hoje sabemos que este belo trabalho artesanal s6 responde as questoes triviais
. g(3) = f(3), mesmo valor no ponto ficando uma vastissima classe de fungbes para as quais nao ha férmulas que
permitam o calculo exato da integral.

/ / ;
° = : ~ ) .
9 (3) f (3)7 mesmo coeficiente angular no ponto Fora isto, na grande maioria das aplicagoes, o célculo da integral se faz nu-

e ¢"(3) = —f"(3). curvatura invertida no ponto. mericamente de forma automética dentro de programas que controlam os

h processos onde a integral representa a quantidade de um certo fenénomeno.

(b) Considere a fung¢do [73, 7] — R que no intervalo [73, 3] coincide com Nés sugerimos que as somas de Riemann era o método adequado. Ela é o
f e que no intervalo [37 7} coincide com g. Faca o gm’ﬁco de h tnico método seguro para calcularmos integrais, entretanto existem outros

métodos, modificagdes da soma de Riemann, que permitem maior velocidade

neste calculo. Tais métodos ndo serdo contemplados neste volume.

A maioria das “técnicas de integragao” que podemos encontrar nos livros de

(a) Considere a f’LL’(LQCZO polinomial f(:v) _ (.T + 3)(1, _ 3) deﬁnida no Calcul.o se tornaram peg as de museu. Em alguns casos elas servem apenas
) - . g como instrumento tedrico. Vamos discuti-las e repetir esta critica pontual-
intervalo [—3, 3]. Encontre uma fungdo polinomial g(x) = ap + a1 +

6. Colagem diferencidvel de fungdes

mente.
asz? tal que
e g(3) = f(3); mesmo valor no ponto 5.14.1 O teorema fundamental do Calculo
e ¢'(3) = f'(3); mesmo coeficiente angular no ponto b

S6 sabemos calcular a integral [ f se conseguirmos identificar uma fun¢io F

e ¢"(3) = =3f"(3). curvatura invertida e aumentada no ponto. J

(b) Considere a fungio [—3,7] R que no intervalo [—3, 3] coincide com ligada & f pela relagso

r_
f e que no intervalo [3,7] coincide com g. Faga o grifico de h F=f
e estas duas fungGes s@o designadas com os nomes primitiva e derivada de-
pendendo em que diregao vocé olhe.

Se conseguirmos idenficar uma primitiva para f entao

7. Colagem diferencidvel de fun¢oes Encontre uma funcgdo polinomial f que

coincida com sen no ponto g tenha mesmo coeficiente angular instdneo

que sen no ponto 5 mas que no ponto 5 a derivada segunda de f"(5) =

—sen’(%). Faga o grdfico de f no intervalo [—1,4].

b
/ f = F(b) - F(a)

sendo esta a expressao do Teorema Fundamental do Célculo Integral.

Existem varios truques algébricos para conseguir, em alguns poucos casos,
estabelecer uma relagdo deste tipo. O trabalho matematico por traz destes
célculos é bonito, mas é preciso que dizer que ele é um artenasanato nada
cientifico.

A tnica maneira segura de célcular integrais é a numérica. E preciso pontuar,
entretanto, que antes de se lang ar num cédlculo numérico de uma integral, é
preciso saber se ela existe, e al estd a importancia da arte que vamos aqui
descrever. Se torna importante porque, se ela nao fornecer o caminho para o
célculo da integral, ela sempre oferece uma resposta precisa sobre a existéncia
da integral, sendo esta a sua grande importancia.



Aqui, portanto, vocé ndo vai aprender a calcular todas as integrais, mas vai
ficar dominando uma técnica segura para saber se a integral existe. Um exemplo
simples, que ja foi objeto de estudo paginas atrés, é a integral

O\H
|~

que nao existe. Seria um cédlculo numérico sem futuro o desta integral, e muito
pior, um individuo ignorante da teoria poderia se lang ar ao calculo de uma
integral como
1
21

que, sem o devido cuidado, um programa de computador poderia calcular e
fornecer o valor zero, quando ela simplesmente nao existe.

Esta seja a importancia desta segéo etiquetada como de técnicas de inte-
gragao

As outras técnicas de integragdo dependem fortemente de uma habilidade
em reconhecer uma primitiva para uma fungao, porisso a lista de exercicios que
segue é importante. Nos livros de Calculo se encontra atras, sob o titulo, tabela
de integrais, a solu¢ao de todos os exercicios desta segdo. Por esta razao nds
vamos omitir neste texto uma tabela de integragao que seria plagio puro.

A partir de agora vamos escrever as integrais da seguinte forma,

/f(x)dx

e o convidamos para ler a se¢do “mudang a de varidveis”, imediatamente, para
entender de onde vem o “dx” na integral que até agora foi omitido, contrari-
ando a notacao consagrada em todos os livros. De agora em diantes vamos nos
confinar dentro do habitual.

| =

Exercicios: 56 FExercicios usando o teorema fundamental
x
1. Calcule a equagio de f(x) = [ xq3 e prove que f(z) < 1.
0

2. Calcule as integrais

1 1 =1 =5

a) [Edx b)) [t3dt  ¢)2 [ t*dt d) [ zdzx
T T — =

e) [t2dt  f) [23dx  g)[2tdx k)5 [ zldz
0 0 0 0

™ 0 0 ™
i) [tdt§) [ 2dt k) [ 1+ Ede 1) [/t
0 0

—2m —7

3. Calcule as integrais

m

1 4 T
a) ({%dw b) lf%dt c)?2 d) ({cos(t)dt

T t a
e) [tdt f) [adx g)f .734d.73 h)5 [ z%dx
0 0 —a —a

V\I

a 2m T B 2
i) [ tdt §) [ 2tdt k) [t+t3+at 1) [/2dt

—2m -

4. Calcule as integrais

a) Of(z + sen(z))dz b) }(t?’ + cos(t))dt ¢) f |sen(t)|dt d) j; |x|dx

0
27 3 2
e) [ sen(t)dt ! f 22(2? — 1)dx g)f cos(t)dt h) [ cos(t)c
207\' 0 _WO :72r7r
i) [ cos(t)dt 7) | sen(t)dt k) [ sen(t)dt 1) [ cos(t)dt
0 —27 —T T
5. Calcule
A
)\):/1+2x+3m2+4x3da:
0
e calcule os zeros de f.
¢
6. funcgao caracteristica Calcule f(t) on 5] + Xj7,10- Fag a o grdfico de
0

y = f(z).

7. funcgao caracteristica O grdfico da velocidade contra tempo de um carro é
dado pela fungdo Xo,10) + X[3,71 + X[5,6]- Calcule a distdncia percorrida pelo
carro.

8. fungdo definida via integral

x+1
(a) Calcule f(z)= [ (1+t+1t2)dt
0
0
(b) Calcule g(z) = [ (L+t+¢)dt
x+1
(¢) Hd alguma relagao entre as funcoes f,g?

x

9. Desenvolva f(z) = [ (1+¢+t?)dt e calcule f(—3), f(3).

—x

2m

10. Calcule [ (sen(t) + cos(t))dt
0



11. Calcule [(sen(t) + cos(t))dt
0
12. Seja f = X[o,10 + X[2,10] + X[a,10] + X[6,10]- Encontre a equagdo de F(x) =

x
[ ft)dt e fa¢ a os grdficos de f,F num mesmo sistema de €izos.
0

13. Calcule os valores médios das seguintes fungdes no intervalo [0, 1]

f f f

ay=z+3 bly==x c)y=—x

d)y = a? ey = fly=a+1
Qy=1—-22 h)y=1—|z| dy=1+t+¢

14. A fungdo velocidade dos mdveis A e B durante o intervalo [0,t] é dada,
respectivamente, pelas equagoes:

o A(z) = sen(z)+1;
e B(z) = 2sen(x) + 1.

Qual dos dois mdveis chegou mais longe? Observe que velocidade negativa
significa que o motorista andou no sentido contrdrio do movimento inicial,
algumas vezes, (marcha a 7é... por exemplo).

5.14.2 A regra da cadeia no calculo integral

Este texto é complementado pela segao “diferencial”, veja no indice remissivo.

Ninguém usa esta terminologia de regra da cadeia para o método de integragdo que vamos
aqui descrever. Vocé verd entretanto que tem sentido o nome.

A regra da cadeia para as derivadas diz: Se h(z) = f(g(z)), a composta de duas fungoes

diferencidveis, entao:
W (z) = f'(g(x)g' ()

Se z = h(z) = f(y);y = g(x) entdo a expressao de Leibniz para a derivada joga mais luz nesta
férmula:

dh  df dy
do dy dx
Se explicitarmos melhor os dominios onde estas funcées estiverem definidas temos:

alw.a%olw

Agora se expressarmos a integral de h, supondo que todas as fungdes sdo integraveis,

teremos:
/h: /f(g(z)): /f(y)
Q

zEQ yeO
em que traduzimos a expressao da integral para a imagem de f sobre o dominio intermediério
O, e estamos indicando, ao pé da integral a “varidvel” relativamente & qual a integral deve
ser calculada.
Um hébito cldssico, que atravessou os tempos conduzindo mitos, um deles concentrado
numa palavrinha que gerou muitas e muitas discussoes, infinitesimal, estabeleceu uma notagao

diferente da que usamos acima para caracterizar “qual é varidvel com respeito se estd inte-

grando:
/h(w)dw:/f(g(w))dx:/f(y)dy
Q Q (@]

e assim 0 nosso texto retoma uma notagdo que é comum em qualquer livro de cédlculo nas
expressoes das integrais.

O que é mais curioso é a notagdo desta linguagem magnifica, a Matemdtica, montada
muitas vez no bojo de preconceitos e mitos, muitas vezes criada num processo cooperativo em
que as fronteiras nacionais sdo ignoradas, termina por funcionar como se tudo tivesse criado
por um comité, e este comité siimplesmente ndo existe. Algumas vezes, e talvez este aspecto
seja o mais bonito, a notagdo surge anénima dentro do processo social de que a Matemadtica,
como toda a ciéncia faz parte, e a comunidade dos matemdticas acata a contrugdo e comumente
a melhora. Existe um respeito sempre muito sério pelo que foi construido no passado.

A notagao de Leibniz para derivadas se refere uma “fracao” que nés cuidadosamente sempre
observamos que “ndo é uma fragdo mas que funciona exatamente como se fosse...”.

Vemos este fato interessante e tipico das notagoes da Matemaética, construida ao longo de
anos, por povos distintos, mas bem integrada.

Existe uma fungao, que chamaremos de H, que é a primitiva de A com uma determinada

condigdo inicial que ndo vem ao caso. Quer dizer que H' = h. Ou ainda, %—I;I = h(t) em que t
é um simbolo que representa os elementos do dominio 2.

Poderiamos ter escrito % = h(z), afinal nao existe mesmo nenhuma varidvel nas
fungaes...

Se escrevermos dH = h(z)dxz. Vamos reconhecer o que esta escrito na sequéncia de inte-
grais acima, e, o que é melhor, temos equivalentemente, na regra da cadeia:

dH = h(z)dx = f(y)dy = f(9())g' (x)dx
em que o0s nossos antigos, em meio a mitos e preconceitos, conseguiram escrever uma notagao
que traduz o se passa entre a integral e derivada sempre sem saber o que significa o “dx”que
eles cognominavam de “infinitésimo”e os professores de Matematica por anos assustavam os
alunos com esta idéia preconceituosa e assustadora.

No fundo uma belissima notagao que ficou clarissimo somente ao longo do século 20 pelo
esfor¢ o de diversos matematicos na busca de entender o que seria mesmo o “infinitésimo”...
A resposta é simples, infinitésimos nao existem... embora ainda haja gente na procura de
explica-los, tal é o peso dos mitos.

Se escrevermos
/h: /f(g(r)): /f(y)
Q

z€Q yeo
usando a notagao de intervalos, considerando

a8 2 fe,d) 5 [a,b] > [, B8] > [,
vamos ver obter um dos métodos cldssicos para calculo de integrais:
b

b B
/h(w)dw:/f(g(w))g’(w)dw:/f(y)dy

a
em que o = g(a) ; 8 = g(b) ou, o que é muito mais importante na pratica, quando queremos
calcular integrais em que temos a expressao

8
/f(y)dy



inicialmente, e que, com sorte??, descobrimos que h(z) = f(g(x)) ( ainda com mais sorte) a

integral

b B s
/f(g(z))g'(z)dﬂE:/f(g)dg: /f(y)dy

é facil de calcular, entdo escrevemos:

9 (B

B b
/f(y)dy:/f(g(x))g’(w)dx: / h(y)dy

g~ 1(e)

e, devido sobretudo a troca de limites de integracao, esta formulagao se chama de férmula de

integrag&o por mudang a de variaveis.

O nome é uma infelicidade como muitas que existem em Matemética, como dizer que v/2
é um numero “irracional’ou que 3 4 2¢ é um ndmero complexo. Defeitos que absorvemos

dentro da nossa cultura matemdtica sem pretender alterar.
Exercicios: 57 Cadlculo de integrais com mudang a de varidvel

1. Calcule as integrais das fungao listadas abaizo, no intervalo [0,1].

a) y= sen(Qt) b) y = tan(t) c)y= 15_@2
d)y= W ¢)y= 1)y =g
gy = e h)y=et i) y = Asen(DBt)

J) y=sen(2t) + cos(3t) k)y= \/:_"7(<—2(t) 1) y = sen(t)ecos®)

2. Calcule a integral

/Tr sen(x)dx
) V1 —2\cos(x) + A2
Respf()\):‘%‘se)\>lef()\):2 = A <1

3. Calcule as integrais abaizo:

a)of sen?(t)cos(t)dt b) fcos Jsen(t)dt c) fsen Ycos(z)dz

d) Oftsen3(x)cos(:v)d:c e)_flsenQ(:c)dx f)_chosz(x)dx
g) fe:"tdt h) fe—%dt

i) [ 2t dt
2

4. Calcule as integrais sequintes

20afinal estamos falando de uma arte...

a)}T sen3(t)dt b) Ofcosg'(t)dt c) Ofsen”(m)cos(z)dz

d) fcos )sen(z)dr  e) O}rsen(3x)cos(3x)dx f) O]rcos(Qx)sen(Zx)dx

Tr

g) [ sen(nz)cos(nz)dx h) [e*dt
1 0

1) f tan(z)dz
0

5. Calcule as integrais sequintes

a)}r senz(t)ecosdt b) }cos(t)esm(t)dt ¢) fsen(Qm)ec"s(%)d;p
0 0 0
d) }3005(21‘)655”(2@@5 e) fl lj_ir f) flxzeﬁdw
0 0 0
g9) 1feh*ldac h) feat*bdt
i) f.r2e4””3dx
0

27 2
6. Prove que [ sen?(z)dx = j cos®(z)dz use entdo uma identidade funda-

2
mental para obter o valor de [ sen?(z)dz.
0
7. e Prove que

2 2nm
17
/sen(nx)dx == / sen(x)dx
n
0 0

e Prove que
27 2nm

/ cos(nz)dz = / cos(z)da

0 0

S|

e Fa¢ a uma andlise do significado geométrico destas integrais. Ob-
a

tenha uma férmula para [ f(nz)dz se f for integrdvel no intervalo
0

[0,a]. Observe que se g(x) = nx entdo dg = ndz.

5.14.3 Integracao por partes

Este método produz uma belissima férmula que encontrou uma utilizagao dentro da teoria da
distribuigoes, sendo alif muito mais importante que seu objetivo primario: calcular integrais.
Alids, para calcular integrais ela em geral é muito demorada conduzindo a contas em que
facilmente se comentem erros.



Agora vamos nos guiar pelo objetivo primério porque nesta altura seria dificil expor seu
real valor, mas que fique para vocé a idéia de que somente um avang o em profundidade na
Matematica é vai conduzir a uma visao exata da importancia desta férmula.

Ela parte de uma coincidéncia simples. Considere duas fungoes diferencidveis, fg, sendo
h = fg o produto delas. J& vimos que podemos calcular a derivada de h

B'=f'g+ fg'
e portanto, se calcularmos a primitiva desta expressdo temos duas possibiidades interessantes
para escolher (se por sorte valer a pena):

gf' =W —fg'; fg' =0 —gf
que escritas dentro de uma integral ficam:

b b b
J 9@ f(@)de = [ 1 (z)dz — [ f(2)g (v)dw = (5.33)
b b
= h(b) — h(a) — [ f(2)g'(z)dz == f(b)g(9) — f(a)g(a) — [ f(2)g'(x)dx;  (5.34)
b b b b
[ f@)g @)de = [ W (2)dz — [ g(z)f'(x)de = h(b) — h(a) — [ g(x)f (z)dz = (5.35)
b
= f(b)g(b) — f(a)g(a) — [ g(x)f'(z)dx (5.36)

(5.37)

Como dissemos, “com sorte”, alguma dessas duas linhas pode representar um célculo possivel
de ser feito, e neste caso, vamos supor que seja a segunda linha, para fixarmos as idéias:

b b
/f(w)g/(z)dfv = f(b)g(b) — f(a)g(a) — /g(z)f’(w)dw

Finamente o método: Se tivermos a integral

b
/f(z)g/(l’)dz

para calcular, e se soubermos qual é a primitiva de g’ e se a segunda integral for facil de ser

calculada, entdo podemos calcular o valor da primeira com a fémula acima.
b

Esta férmula é muito til para se conseguir resultados com integrais do tipo f P(x)sen(z)dx

a
em que P é um polinémio, porque, quando aplicada a férmula, ird aparecer o coseno e o po-
linbmio P cai um grau. Quer dizer, iterando-se esta férmula chegaremos a uma expressao
envolvendo apenas cos, sen com boa probabilidade de ser uma expressao que saibamos inte-
grar, mas o trabalho pode ser longo. Se o que precisarmos é um valor aproximado da integral,
possivelmente um programa de computador resolve a questdo de forma mais precisa e mais
rapida.

Exercicios: 58 Integracao por partes

1. Calcule a integral de f no intervalo indicado:

f(LL‘) = a, b} f(LL‘) = a, b]

a)r?sen(z) [-3,0] b)z%e” -1,1
c)x?cos(z)  [0,1] d) x3%e="  [-4,4
e)Jrdsen(x) [-1,0] f)2%e 3 [-4,4

1
2. Constidere f(z) =1-In(z) e calcule [In(z)dx
0

3. Calcule a integral de f mno intervalo indicado:

flz) = a,b] fz) = a,b]

a)r?(1+2)* [-3,0] b)2?(1+22)* [-1,1
c)x?cos(4x)  [0,1] d) x3cos(—x) —4,4
e)rdsen(dx) [-1,0] f)x3sen(—3x) [—4,4

1
4. Calcule J, p, = Ofx"(l — x)Pdx Resposta Jp p = #’il),

< 2 para qualquer que seja x € R

x
5. Prove que [ Lt)
0

ch(t

5.14.4 Fracoes racionais

Chamam-se fragbes racionais aquelas da forma

P(z
f@) = 29
Q(x)
em que P, Q sdo polinémios. Aqui ha vérias chances possiveis, vamos discutir algumas.
e Se gr(P) = gr(Q) — 1 existe uma chance muito grande de que uma transformagao
algébrica leve a uma expressao do tipo
b b B
/ / d d
Q=) dz = Qz)de = [ &= n(B) — In(a)
Q(z) Q(z) u
a a «@

observe que na iltima expressao estamos usando “mudang a de varidveis”. Nesta tltima
integral podemos reconhecer o logaritmo resultando na tltima expressao escrita acima.
Claro, hd muita conta para ser feita até possivelmente chegarmos a ultima expressao.

e Uma outra possibilidade consiste em fatoracoes dos polinémios envolvidos conduzindo
a expressOes mais simples que possam ser desmembradas por equivaléncia algébrica e
finalmente cair em um outro caso. Nao ha nenhuma férmula para exibir aqui.

e De particular importancia para o caso anterior, sdo dois tipos de expressdes algébricas
que vamos descrever agora.

Adx

£2% que quando obtida cai diretamente no primeiro caso.

|
8=

b
— f % que podem ser calculadas com a regra da poténcia.

2



Exercicios: 59 Fragoes racionais

1. Observe que
5 4+ 3 2 3

:L'2+2£L'73::L'71+:L'+3

5 )
o Calcule fﬁ%;
2

o Verifique em que dominios esta integral pode ser calculada.

3
43 = ;
2. Decomponha 7755 em soma de fragdes tais que o grau do numerador

seja menor que o grau do denominador e calcule

j (23 + 3x)dx
2 +2x—3
2

5
(222 4-52—1)dx
3. C’alculeéfm-

242243
(z—1)(z+1)?

x—1,2+1,(z+1)? tendo no numerador constantes, e calcule

4. Decomponha numa soma de tres fragées com denominadores

5
/ x? +2z+3)dac

z—1)(z+1)2
2

5. Decomponha y = f(x) em soma de fragées racionais e calcule as integrais
das fungoes listadas abaizo, no intervalo indicado.

W= bl T@=
)3 422 (g 5] b) =— —0.5,0.5]
C) in%Id 10 [07 1] d) 2_le 6 [07 1}
€ mif—gc [7150} f) zQL;rw+1 [2’3}

5.14.5 Miscelanea de exercicios de integragao

Um dltimo segredo: uma prética intensa da qual vamos oferecer aqui um pouco. O resto vocé
deve procurar na literatura. Calcular integrais é uma arte dificil, mas muito bonita, e quem
soube calcular integrais tem que ter um conhecimento intenso de uma grande variedade de
férmulas.

Um matemadtico noruegués, Abel, que morreu aos 28 anos, de tuberculos, sabia muito
disto e seu nome ficou na histéria da Matematica para sempre, ligado a esta sua habilidade,
devido as muitas férmulas que ele descobriu. Enquanto em vida, ele foi ignorado. Esta é a
dréstica recompensa da Histdéria, os mediocres mantem uma corte a festeji-los em vida, depois

que morrerem serdao de pronto esquecidos. De Abel ainda se falard por séculos.

Exercicios: 60 FEzxercicios gerais de integracdo

Para todos os exercicios fazemos uma sugestdo: Use também um programa
como integral.py e comparare os resultados sob dois aspectos: tempo e pre-
cisdo. O cdlculo da integral, aprozimadamente, com um programa de computa-
dor, também, representa um teste para os seus cdlculos.

1. Calcule as integrais abaizo:

o) = i J0= o)

a) 52 —-3,-2] b)) g —1,1]
c)lin(z)| 0.5,2 d) 1_?_';2 [—4,4]
6) T2+373+2| —476 f) m [—474}

2. Calcule as integrais abaizo:

5 1 =5 =5
a)f In(t)dt b) [In(t)dt c)[ % d) [ in|t|dt
1 0 -1 —1
5 5 1
e) [ In|t|dt g) [log(e>™@)dx  h) [te'dt
-5 1 0

3. Seja G(z) = [ %“)dt.
1

o Verifiqgue G(1) = log(1).
o Verifique G'(1) > 1
o Conclua que G(z) > log(z) <= x > 1 e que G(z) < log(z) =
z € (0,1].
4. Calcule f, sabendo que

fz) = / F(t)cos(t)dt.

0

5. Construa uma funcdo f tal que

° f(3)=
° f'(3) =
o f(z) >z — 2 para todo x ; x > 3.
fa¢ a o grdfico no mesmo sistema de eixos de y = f(x) e dey = x — 2.

Mostre um método para construir uma infinidade de funcoes satisfazendo
as condigoes do problema.



5.15 O teorema fundamental do Calculo - pri-

meira versao.

b

O objetivo desta seg@ao é descobrir uma relacdo entre f e f f' Esta relagao é a expressdao do

a
Teorema Fundamental do Cdlculo.

Exercicios: 61 1. Primeira experiéncia.

(a) Faga o grdfico de f(x) = x + 2 e calcule

3 3 3
/.7:—1—2 /.7:—0—2 /x—0—2
0 -2 4
(b) Calcule
0 1 2
/1’—|—2 /x—|—2/1'—|—2
—2 —2 —2

(¢) Encontre uma férmula para

g(t)—/tz+2

quando t for um nimero real qualquer. Verifiqgue a relagao: g'(t)
ft)=z+2.

(d) Teorema Fundamental do Cdlculo Verifique que

2. Sequnda experiéncia.

(a) Faga o grdfico de f(z) =2x — 4 e calcule

4 4 3
/2:5—4 /21:—4 /2:5—4
0 2 3
(b) Calcule

0 1 2
/2:6—4 /2z—4 /23:—4
~2 ~2 Z2

(¢) Encontre uma férmula para

g(t)—/t2z—4

quando t for um nidmero real qualquer. Verifique a relagao: ¢'(t) =
ft) =2z —4.

(d) Teorema Fundamental do Cdlculo Verifique que

b
/f:mw—ﬂ@

Verificamos a relagao
b

/9’(0 =g(b) — g(a) (5.38)
a
quando g’ for uma fungdo do primeiro grau, neste caso g serd uma fungao do segundo grau. Na
préxima segdo vamos explorar este fato, mesmo sem comprovagdo, com fungdes polinomiais de
grau maijor. Numa préxima lista construiremos a demonstracao para uma fungdo polinomial

qualquer.

5.16 Calculo de areas.

Use o Teorema Fundamental do Célculo:
b
/f —Fb)—Fla) « F' =f (5.39)

mesmo sem uma demontragao , para calcular as integrais abaixo:

Exercicios: 62 Teorema Fundamental do Cdculo

/12 /31- /2.
0 0 0

1. Calcule

2. Verifique que

3 3 3 3
/x2+3x+2=/x2+/3x+/2.
0 0 0 0



3. Calcule as integrais sequintes:

5 3 3 5 3 3
a) [23. b) [23 ¢) [23 d) [a' ) [ f) [t
-3 -5 -3 -3 —5 -3

Capitulo 6

Sucessoes, séries e
Desigualdades.

Neste capitulo vamos estudar algumas desigualdades fundamentais e ver exemplos de aplicagoes
das mesmas na determinagao de limites de sucessoes.
Duas desigualdades fundamentais vao ser usadas aqui:

1. Dados dois ntimeros reais positivos a, b entdo

a+b
média geométrica = Vab < + = a média aritmética.
2. generalizagdo da desigualdade das médias.
+...4+an

41 P ai PR o s
média geométrica = Vay ---an < = a média aritmética.
n

3. Desigualdade de Cauchy-Schwarz: dados dois vetores z, y chame 6 o angulo agudo entre
eles, entao:
| <z,y>[<|zllyl

porque o produto escalar, definido geométricamente, é:
<z, y >= |z||ly|cos(6).

4. generalizagdo da desigualdade de Cauchy-Schwarz

6.1 Desigualdades

Exercicios: 63 A desigualdade de Cauchy-Schwarz

1. Mostre que dados dois vetores no plano, x,y eles determinam um dngulo menor
ou igual a 90°, 6 e que
2l cos(6) < |zl
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2. Considere dois vetores, z,y, no circulo trigonométrico. Mostre que
T1y1 + T2y = cos(f),

em que 0 é o dngulo agudo, (na pior das hipdteses retingulo), entre os dois
vetores.

3. Generalize a desigualdade anterior considerando dois vetores x,y quaisquer do
plano:
z1y1 + T2y2 = |z]|y| cos(0),

T1y1 + z2y2 = |z[|y| cos(0), (6.1)
sendo 6 o angulo agudo entre os dois vetores.

4. Verifique que € verdadeira a seguinte formulacio: Se x € S' em que St
representa o circulo trigonométrico, entao existe um par de angulos com-
plementares, (cuja soma €%), tal que x = (cosfy, cosby).

Definicao: 32 Cosenos diretores de uma reta.

Os nimeros cos 1, cosfy se chamam cosenos diretores da reta que passa
na origem e pelo ponto (cosfq, cosBs).

Reformule a expressdo 6.1 definindo cosenos diretores apropriados.

5. Prove que x € S%, em que S? representa a esfera unitdria do R3, se, e
somente se,

301,9220; (91 +02:7T (62)
Ja; 0<a<7; (6.3)
x = (cosa cos 0, sena cos b1, cos 05). (6.4)

Identifique geométricamente o angulo a. Mostre existe um par de angulos
complementares 011,012 tal que

x = (cosb11 cos b1, cosbra cos b1, cos ).

6. Prove que x € S2, em que S? representa a esfera unitdria do R3?, se, e
somente se,

301,02 >0; 61 +602 =730 < a<7m; x=(cosacosb,senacosbi,cofbs))

361,02, 011,012,0111, 0112; tres pares de dangulos complementares (6.6)

x = (cos 6111 cos 011 cos 01, cos 0112 cos 11 cos 01, cos 012 cos 1, cos 04.7)

Identifique geométricamente o angulo a. Mostre existe um par de aéngulos
complementares 011,012 tal que

x = (cosby1 cos b1, coshi2 cos b1, cos ba).

7. Prove que x € S3, em que S® representa a esfera unitdria do R*, se, e
somente se,

301, 04,011,012,0111,0112; tres pares de dngulos complementares(6.8)

;= (cosf11 cos By cos by, cos 112 cos b1, cosby), cos B2 cos b1, cos 045.9)

Identifique geométricamente os pares de angulos 6x1,0x2.

8. Generalize a desigualdade anterior considerando dois vetores z,y € R" quais-
quer do espago de dimensao n.

T1Y1+ ...+ TpYn = |x‘|y‘ COS(0)>
sendo 0 o angulo agudo entre os dois vetores.
9. Deduza do anterior que, dados os nimeros reais a1, az, b1, bs entdo

(a1bs + azba)® < (af + a3) (b} + b3)

10. Mostre que dados 2n nimeros reais ai,as, . ..,an,b1,b2,...,b, se tem
n n n
O ab)? < (e (> o8
k=1 k=1 k=1

11. média geométrica-média aritmética Mostre que se a,b forem dois nimeros posi-
tiwos, entao

m < a—2&-b
Exercicios: 64 Séries e inducao.
1. Verifique que se
R S B T |
"7 1.2 2.3 777 2.

entdo a, = —2—. Prove esta assercao usando inducdo finita.
n+1

2. Prove que

lim— g BT -
n 12 2.3 " 2.n n n+1
Exercicios: 65 Funcao continua e limite.

1. Mostre que se a funcdo f for continua, entdo dada uma sucessio a, — L
também se tem f(an,) — L.

2. Mostre que

lim {/a, = lim YL =1
n n
se a, — L.

3. Mostre que se ay, for limitada superiormente e inferiormente por constan-
tes estritamente positivas, entao

lim {/a, = 1.



Exercicios: 66 Desigualdades.

1. Prove que dados os numeros reais x,y entdo
22+ 22y + 92 > 0.
2. Mostre que se x,y > 0 entdo
22 +ay+y° > 0.
3. Mostre que se x,y < 0 entao
2?2 +ay+y®>0.
4. Mostre que se x,y tiverem sinais contrdrios, entao
2y +y?=(+y): -y
€ uma soma de numeros positivos logo
22 +ay+y° > 0.
5. Deduza diretamente da desigualdade 15, pdgina 123, que
2® +ay +y* > 0.
Exercicios: 67 Convergéncia em média aritmética.

1. Mostre que se a = a, for uma sucessdo limitada, entao

a+...+a
L

n

é convergente.

Solugao: 18 Chame s, = Y. % e calcule a diferrenca s, — Sm

n
em que n,m sao dois numeros naturais arbitrariamente grandes. Para
simplificar suponha que n < m;m = n+ k. Entdo

Sy — S a1+-7-l:—r]:n+k _ a1+4ﬁ.+an — (610)
_ —kai+..—kaptk+naniit..Ananip
—kna+nkA __ kn(—a+A)
n(n+k) = n(n+k) —0 (612)

2. Mostre que se a = a,, for uma sucessdo convergindo para L, entdo

a+...+a
>

n

converge para L também.

Solugao: 19 Pelo item anterior a é convergente, basta verificar, usando
a defini¢do de limite, que converge para L.

Mostre que se a for uma sucessdo de numeros positivos limitada superior-
mente pelo nimero positivo L entdo

ar+...+a,
D

n

converge para um numero l ; 0 <[ < L.



Capitulo 7

Arcos, volumes, superficies

Este capitulo vai tratar de problemas geométricos e gréficos
em que a derivada e a integral atuam como instrumento para
construir a solucao.

Os tipos de problemas que vamos estudar incluem

e uso da derivada na determinagao de tangentes,
e a regra de I’Hopital,

e a derivada e a mudanga de concavidade,

e célculo do comprimento de arcos,

e alguns tipos de volumes e superficies.

7.1 Interpretacao geométrica da derivada.

Derivada e coeficiente angular.
Se uma curva tiver tangente em um determinado ponto P, o coeficiente angular
desta tangente “memoriza” o coeficiente angular instantaneo da curva naquele
ponto, é o que acontece com a pedra rodando presa a um cordao, quando o
cordao se rompe: a pedra sai pela tangente que representa o ultimo estado do
movimento da pedra presa ao cordio, ver figura (fig. 1.13), pdgina 22.
Aqui vamos incluir “tecnologia” na idéia que estavamos usando intuitivamente.

Exercicios: 68 Derivada, tangente e coeficiente angular

1.

(a) Trace o grdfico da fungio f(z) = x> —z — 6;

(b) Calcule y = f'(z) e preencha a tabela tabela abaizo com os valores

apropriados:
2] /@ [F@) ][ 2] f@)[Ff@][ «[fl@)] @]
-5 -0.5 2
-3 0 2.5
-2 0.5 3
1 1 7
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(c)

(d)

(¢)

2. Considere agora a funcao g(z) =

(a)

(b)

(c)

(d)

Em um grdfico separado, desenhe pequenos segmentos de reta pas-
sando no ponto (z, f(x)) em que x € o ponto em que a derivada foi
calculada. Observe que o conjunto destes segmentos de reta oferecem
uma idéia do comportamento da fun¢do. Comente este ultima frase.
Tambem em grdfico separado, trace segmentos de reta passando na
na origem tendo por coeficiente angular os valores tabulados para
f'(z). Veja que o conjunto destes segmentos de reta oferece uma outra
idéia diferente do caso anterior: eles descrevem a variacdo mdxima
e minima do coeficiente angular de f ao longo de um certo intervalo
de tempo.

Repita os itens anteriores com uma tabulagcdo mais fina e construa
assim, com precisdo, o grdfico de f.

1
241"
Construa a tabela abaixo completando os valores

| [ /@ [F@ | «]f@) [ f@) ][] /)] /]

10 2 2
-9 1 3
-8 0.5 4
5 0 5
4 0.5 6
-3 1 7

Em um grdfico separado, desenhe pequenos segmentos de reta pas-
sando no ponto (x, f(x)) em que x é o ponto em que a derivada foi
calculada. Observe que o conjunto destes segmentos de reta oferecem
uma idéia do comportamento da fun¢do. Comente este ultima frase.

Tambem em grdfico separado, trace segmentos de reta passando na
na origem tendo por coeficiente angular os valores tabulados para
f'(z). Veja que o conjunto destes segmentos de reta oferece uma outra
idéia diferente do caso anterior: eles descrevem a varia¢cdo mdxima
e minima do coeficiente angular de f ao longo de um certo intervalo
de tempo. E uma espécie de relogio da variacao de f.

Repita os itens anteriores com uma tabulagcdo mais fina e construa
assim, com precisao, o grdfico de f.

3. Calcule a sequnda derivada das fungoes

() fz)=2>-22-1 (b) f(a)
(c) f(z) = a?sen(x) (d) f(x) =

sen(x)
2? + 3xsen(z) — 1

4. Significado da derivada na andlise de curvas

(a)

Para cada uma das fungdes abaixo



(b)
(¢)

(a) f(x)=2>-22-1 (b) f(x) = sen(x)
(c) f(z) = z%sen(x) (d) f(x) = 2% + 3zsen(z) — 1

construa uma tabela no formato | x | f(x) | f'(x) | f"(x) ]| com
x € [—4,4] € 0.5

Observando o grafico de f, em cada caso”, andlise o significado da
segunda derivada relativamente ao crescimento da funcgao.

1

Verifique que numa pardbola, y = f(z) = Az?+ Bx+C, podemos de-
terminar o ponto médio das raizes usando a derivada f'(z). Encontre
como, encontre a formula do ponto médio das raizes. Verifique que
o ponto médio das raizes de uma parabola independe do fato de as
raizes serem reais ou compleras “A < 07”.

5. Calcule as derivadas até a terceira ordem da fungdo

f@)=2®+322 - 22 +5

e faga, sucessivamente, nesta ordem, os grdficos de "', ", f', f usando as
informagdes da derivada para construir o grdfico de cada uma das fungdes
para finalmente obter o grdfico de f.

Determine

em que intervalos f tem mdximos e minimos relativos,
em que intervalos f tem raizes,

em que intervalos f € crescente,

em que intervalos f € decrescente,

em que intervalos f muda de concavidade?.

Use todas estas informagdes para fazer o grifico de f com grande precisdo.

6. Encontre a a famdlia: circulos de centro em (0,4) tangentes & pardbola
determinada pelos pontos (—2,0), (0, —2),(2,0). Determine as equagoes
destes circulos.

IConstrua o gréafico com um programa de computador, ou a mao ...
20bserve que pedimos “o intervalo” e ndo o ponto em que os eventos ocorrem, porque?

7.2 Comprimento de arco

Vimos que a regiao limitada pelo grafico de uma funcgéo, pelo eixo OX e dois
pontos z = a,x = b no dominio de f pode ter uma &rea representada pelo

simbolo
b
/ f(t)dt.
a

H4 varias formas de generalizar o significado deste simbolo. Um das maneiras
de fazé-lo evolue a partir do método de integracdo “mudanga de varidvel” que
nés vamos retomar aqui para conseguir uma nova visdo da integral e para
mostrar uma utilizagdo mais efetiva deste método de integragao.

Nosso objetivo imediato: calculo de comprimentos de arcos, vamos aprender
aqui a calcular, por exemplo, a medida da fronteira de uma regido comple-
mentando o que aprendemos antes, calcular a medida de regiGes planas.

A ideia é bem simples e a figura (fig. 7.1) pagina 244, mostra o seu contetido geométrico:
“substituimos o graf(f) por uma poligonal subdiwidindo o dominio da curva em n partes’.
Agora vamos calcular o comprimento de cada lado da poligonal e somar estes comprimentos.

Como no caso das somas de Riemann, & medida que refinarmos a particao do intervalo,
vamos obter uma poligonal que mais e mais se aproxima do graf(f) e consequentemente o
comprimento desta poligonal se aproxima do comprimento de arco de graf(f). E o mesmo
que se faz com poligonos regulares convexos inscritos em um circulo para obter o “perimetro
do circulo” por menor, (ou por maior, com poligonos circunscritos).

Vamos aos calculos.

Cada lado da poligonal vai medir:

d((ak, f(ax)), (ak+1, f(ar+1)))

em que (ay, f(ak)) representa um ponto sobre graf(f).

I, = d((ak, f(ak)), (ak+1, f(ak+1))) = (7.1)
V(@aki1 — ar)? + (F((an1) — F(ar))?) = (7.2)
_ (ap41—ar)? (flagg1)—flar))?®) _
(@r41 ak)\/(a;wl*ak)z + (apy1—ag)? - (7:3)
a _ a 2
\/1 + 7(“((;;:3_2)’5)) Napsr — ax) = I (7.4)

Observe que estas equagdes sdo idénticas pois foram obtidas por uma sucessdo de equi-
valéncias algébricas. Se, na tultima equagao substituirmos:

Az = (apt1 —ax) ; Ay = f((ar+1) — f(ar))

/ Ay?
1+ EAI
Ay?2

° 1+ Az Az é uma parcela de uma soma de Riemann

n—1 n—1 N

_ Yy
S-Sy 2s
k=0 k=0

vamos ter:

que podemos idenficar como:




2
e Um quociente de diferengas ao quadrado em %

portanto o limite desta expressao vai ser uma integral e dentro da integral vai estar a derivada
de f quadrado somada ao nimero 1, dentro de uma raiz quadrada, eis a integral:

b
Clgraf(f)a,p = / V14 (f(z)%dz.

Figura 7.1: Uma poligonal que liga pontos no grafico de f.

Exercicios: 69 Comprimento de arcos
1. Verifique que meio circulo é dado pelo grdfico da funcgao
y=fl@)=+r2—a?; z€[-rr]

Calcule o semi-perimetro deste circulo e o perimetro. Sugestdo, use a
mudang¢a de varidveis:

x =rcos(f) ; y=rsen(d) ; 0 €[0,7]

2. Calcule o comprimento de arco dos grdficos das fungdes sequintes (nos
intervalos indicados):

f a, b] f a, b]
a)f () +3 [-3,0] b) f(zx)=22+32z [-1,1]
c)f(x) 2 0,1] d) f(z) = sen(z) —T, T
e)f (x) = x* -1,0] f) f(z)=cos(z) [-mm

x
T
T

7.3 Primeira generalizagao do comprimento de
arco

Um dos exercicios da se¢do anterior consistia do cédlculo do “semi-perimetro” do circulo.

Porque o semi-perimetro e ndo o perimetro?

A resposta a esta pergunta vem na seguinte observagao: O “semi-perimetro” é a medida
do arco de uma funcdo da varidvel  como tradicionalmente vemos a equagao do circulo. O
perimetro nao corresponderia ao grafico de uma funcao.

Mas se mudarmos a “variavel”, seguindo a sugestao do exercicio, podemos ver o circulo
representado pelo par de equagdes:

equacgOes paramétricas do circulo

po)={ 7= e (7.5)

Este sistema de equagdes nada mais é que um novo tipo de fungao:

[0,27] & R2; 61— (rcos(6),rsen()),
e agora a condigdo para ser fungdo, “a cada ponto do dominio corresponde um unico valor” é
plenamente atendida.
Vamos adaptar a férmula do comprimento do arco as equagdes paramétricas do circulo.
Como estes cdlculos podem servir a diversos outros fins, vamos separd-los em uma secgdo
especifica.

7.3.1 Diferenciagao e equagoes paramétricas

Caso univariado

Se y = f(z) for uma fungao derivével, em qualquer ponto (a, f(a)) do grafico existe uma reta
tangente que memoriza o coeficiente angular instantaneo de f naquele ponto, m = f’(a) quer
dizer que equagao da reta é:

y— f(a) =m(z —a) = f'(a)(z — a).
Se agora considerarmos x “muito préximo” de a e representarmos

dr =z —a; dy=y— f(a)

entdo o coeficiente angular m = Z—Z.
Esta notagdo, f'(a) = (di—z, se deve a Leibinz e o comportamento desta expressdo como

“fracao” é uma consequéncia do teorema sobre limite do quociente.
Retiramos, assim, uma regra:

20 FEquagdo da reta tangente

Se f for diferencidvel na vizinhanga de um ponto a entdo a equagio da reta tangente ao
grdfico de f no ponto (a, f(a)) é

y—fla)=f'(a)(z—a) = y=fla)+ f(a)(z—a)



Caso bivariado

Podemos usar derivagao implicita e generalizar esta expressao para fungdes multivariadas.
Analise os cédlculos seguintes:

p(6) = (reos(0),rsen(9)) (7.6)

ao= (e e ) )
ap= (et ) (@) = (7:8)
av=10) (4 ) (7.9)

Vocé deve reconhecer na ultima equacao expressao idéntica a que obtivemos anteriormente
para o caso univariado:

dy = 1'(@do = dp=1(5) (47 )

Nestes céalculos fizemos uso de diversos métodos usados em vérios pontos do texto, como
derivagao implicita, diferencial, deriva¢ao parcial .

A tltima expressao, J(p) recebe um nome complicado?® para a derivada de uma funcio de
duas varidveis. E a “jacobiana” de p.

Quando uma funcao for multivariada, a sua derivada se compde das derivadas parciais de
todas as fung¢odes parciais envolvidas calculadas relativamente a todas as varidveis envolvidas.
Cada uma dessas derivadas se chama derivada parcial. O conjunto destas derivadas parciais
formam a matriz chamada matriz jacobiana da fungdo que nada mais do que a derivada
da fungdo que recebeu este nome devido a falta de compreensdo que os nossos antepassados
tinham sobre a derivada.

A notagao dr, df serviu no passado para indicar em relagdo a quem foi calculada a derivada
parcial. Este foi o seu uso inicial. Com o tempo se verificou que o formalismo envolvido
herda todas as propriedades algébricas da multiplicagao e adigdo. No caso multivariado estas
operagdes aparecem dentro das multiplicagées matriciais.

Os simbolos dr, df, que foram usados inicialmente apenas como indicadores de qual varidvel
se usava para derivar, adquiram assim vida prépria e um misticismo que criou dificuldades
especificas fazendo que com eles recebessem o nome de “diferencial”. Hoje compreendemos
bem o que signfica o diferencial, nada mais é que uma nova varidvel que permite um céalculo
matricial (no caso multivariado) e uma representagdo aproximada linear para uma fungao
derivével.

Veja a tltima equagao na série de célculos acima, ela nos diz que existe uma matriz, J(p)
que representa uma fungao linear que serve para aproximar p. Nos exercicios que seguem estas
idéias serao concretizadas.

Exercicios: 70 Diferencial

1. equagao da reta tangente

(a) Entenda dx := x —a para valores de x muito prézimos de a. Entenda
dy := f(x) — f(a). Substitua estes valores na expressdio:

dy = f'(a)dz

e verifique que o resultado € a equacdo da reta tangente ao grdfico de

f no ponto (a, f(a)).

3e cheio de preconceitos

(b) Para y = f(z) = 2® — 3z — 10 calcule a equacdo da reta tangente
ao grdfico de f nos pontos (5,0),(—2,0) e faca os correspondentes
grdficos.

2. teorema da fung¢do implicita

(a) Considere f(x,y) = x? 4+ y* — 4. Suponha que para um ponto (a,b)
do plano se tenha uma identidade acima®. Derive implicitamente f
e calcule a equacdo da reta tangente ao grdfico da curva x2 4+ y* — 4
no ponto (a,b). Observe que estamos usando a expressao f(z,y) = 0.

(b) Verifiqgue que o ponto (a,b) = (2,0) transforma a equagao f(x,y) =0
numa identidade, calcule a equagao a reta tangente ao grdfico do
circulo % + 3% = 4 neste ponto.

(c) Encontre y tal que f(1,y) = 0. Calcule as equagées das retas tangen-
tes ao circulo x% + y? = 4 nos pontos encontrados.

3. teorema da fungdo implicita

(a) Considere f(x,y) = x%+y? —4. Suponha que para um ponto (a,b) do
plano se tenha a identidade: f(a,b) = c. Derive implicitamente f e
calcule a equacdo da reta tangente ao grdfico da curva 2% +y?> —4 = ¢
no ponto (a,b). Observe que estamos usando a expressao f(x,y) = c.

(b) Verifique que o ponto (a,b) = (2,2) transforma a equagao f(x,y) =4
numa identidade, calcule a equagao a reta tangente ao grdfico do
circulo % + y% = 12 neste ponto.

(c) Verifique que o circulo ° + y?> = 12 é imagem no plano (projecio)
da intersecao de z = f(x,y) com o plano z = 8, portanto na questdo
anterior foi encontrada a equagdo da reta tangente a um ponto desta
proje¢ao.

(d) Encontre a equagao da proje¢io da intersegao de z = f(x,y) com o
plano z = 21. Calcule a equacdo da reta tangente a esta projecdo no
ponto (3,4).

4. teorema da fung¢do implicita

(a) Considere z = f(x,y) a expressa de z como funcao das varidveis x, y.
Usando os simbolos % e g—z para representar as derivadas parciais de
f com respeito a x e a vy, escreva a derivada implicita da expressao
z = f(m7 y)'

(b) Considere os tres nimeros a,b, ¢ que tornem z = f(z,y) uma identi-
dade: ¢ = f(a,b). Verifique que existe uma curva plana, f(z,y) = c
que é projecao da intersecao do graf(f) com o plano z = ¢ e mostre
que a equagao da reta tangente ao grdfico f(x,y) = ¢ no ponto (a,b)

€ da forma: 5 5
Tw-v=-Fe-o

4em outras palavras o ponto (a,b) satisfaz esta equagio



(¢) Conclua que uma das sequintes possibilidades ocorre

e Se pudessemos explicitary como fungdo de x na expressio f(x,y) =

¢, entdo teriamos, numa vizinhanca do ponto (a,b), no plano, a
fungao y = g(x). Determine g'(a) em termos das derivadas par-
ciais de f.

o Se pudessemos explicitar x como fun¢ao dey na expressao f(x,y) =

¢, entdo teriamos, numa vizinhanga do ponto (a,b), no plano, a
fungdao x = h(y). Determine h'(b) em termos das derivadas par-
ciais de f.

5. teorema da funcdo implicita Enuncie o Teorema da Funcdo explicita e de-
pois consulte um livro de Cdlculo para verificar a corre¢do do seu enunci-
ado.

6. Cdlculo da derivada usando T. da fung¢do implicita

(a) Sabendo que uma curva y = f(z) tem as equagées paramétricas

caleule dx, dy, ef'(z).
(b) Calcule a derivada num ponto qualquer do circulo

| x=rcos(t)
H(t) = { y = rsen(t)

indicando em que intervalos é que se tem y = f(x) ou x = g(y).

(¢) Considerando a expressao da derivada no circulo, encontre uma ex-
pressdo equivalente para:

1+ f/(x)%dx

que seja valida em qualquer intervalo.

(d) Calcule o perimetro do circulo.

7.3.2 Integrais elipticas

Vamos ver um tipo de integral que nao podemos calcular por meios formais
(usando os tradicionais métodos de integracao).

Exemplo: 23 O perimetro da elipse

Neste exemplo vamos mostrar que pequenas modificagdes em uma equag¢do
podem tornd-la uma expressao inteiramente diferente da primitiva no sentido de
que um método antes utilizado na expressdo primitiva jd nao seja mais efetivo
com a nova expressao. Este exemplo mostra também a importancia do célculo
numérico de integrais que ndao sofre desta falta de estabilidade.

Elipses sdo circulos deformados, a equagdo da elipse com coeficientes de
deformacdo a no eizo OX e coeficiente de deformagdo b no eizo OY é:

Esta equagdo pode ser obtida como uma transformacdo feita na equagdo
circulo. As equagdes paramétricas da elipse sdo:

x = ar cos(t) ; y=br sen(t)

e podemos derivar implicitamente estas equagoes para obter
dx = —arsen(t)dt ; dy = breos(t)dt

o que nos permite calcular a derivada num ponto qualquer da elipse, ora con-
siderando y = f(x) ou x = g(y), como foi feito no caso do circulo. Como os
cdlculos sao equivalentes, vamos nos fixar num deles apenas.

Nos intervalos da forma (0, %) + kn teremos y = f(z) com

x = ar cos(t) ;y = br sen(t);

vy Y b2x b cos(t)
)= de a2y a sen(t)

Podemos agora, como no caso do circulo, escrever uma expressdo equivalente
para:

1+ f/(x)%dx

W1+ SZZ:L?(( ))arsen(t)dt =
—r\/a2sen2( ) + b2cos?(t)dt =
—ry/a2sen?(t) + b2(1 — sen2(t))dt
—ry/a2sen?(t) + b2 — b2sen(t)dt
—ry/(a2 — b2)sen2(t)) + b2dt

frb\/1+ az S22 ) sen?(t)dt

resultando em

Agora, como queremos calcular o perimetro da elipse e este é 4 vezes a
quarta parte do perimetro, temos entao:

.
—4rb/\/1+(a
0

)sen?(t)dt



Se b > a como sempre podemos supor, ambos positivos, entdo no radicando
temos

a a b —a?

1+((5)2—1):1—(1—(3)2):1—1@2>o;k2:;—2<1

serd positivo. Mas nao podemos aplicar o mesmo método que usamos no cdlculo
do perimetro do circulo.

Caimos num tipo de integral chamada ‘“integral eliptica de segundo tipo”
que sao as integrais da forma

E(k) = /\/1 —KZsen2(t)dt sk € (0,1)
0

Estas integrais nao podem ser calculadas formalmente, (com auxilio do Teorema
Fundamental do Cdlculo), mas podem ser facilmente calculadas com somas de
Riemann ou com um programa para cdlculo numérico de integrais.

Pela importancia que esta integral tem em cdlculos astrondmicos, foram
criadas tabelas para o nimero (k) para vérios valores de k.

Exercicios: 71 Comprimento de arco

1. Faga uma tabulagdo dos nimero E(k), das integrais elipticas de segundo
tipo, com k € [0.1,0.9], passo 0.1.

2. Calcule o perimetro da elipse é + % =9.

3. Calcule os comprimentos dos arcos das curvas abaizo:

p(t) t€la,b] || p(t) t € [a, 0]
a)(t,t,t?) te[-3,0] || b) (#%,¢) te[-1,1]
c)(cos(t), sen(t),t) | t € [0, 7] d) (elcos(t),etsen(t)) | t € [0,4]
e)(t,t,t) te[—1,0] || f) (2cos(t),3sen(t),t) | t € [0,2n]

4. sem fazer contas... Considere, no circulo unitdirio S*, dois pontos A, B
determinando o arco AB. Prove que o comprimento deste arco é o dobro
da drea do setor do circulo que ele compreende.

7.4 Volume de sdlidos de revolucao

Se aplicarmos uma rotagdo ao grafico de f em volta do eixo OX, veja a figura
(fig. 7.2) pagina 251, vamos construir um sélido de revolucao que se assemelha
muito a um cilindro. Vamos usar o método de cdlculo de volumes dos cilindros
para obter o volume deste sélido.

@

Figura 7.2: Fazendo o grifico de f rodar em volta do eixo O X, se tem um sélido de revolugio

Considere graf(f), o gréfico de

la,b] : L R
n—1 b
Se a fungao f for integravel uma expressao do tipo Z f(zg)Azy, “converge” para f f(z)dz.

k=0 a
n—1 b
Reciprocamente, expressoes do tipo Z f(xg)Axy, sugerem o limite fg(x)dm Temos que ve-
k=0 a

rificar se a funcédo [a,b] : L R é integravel e calcular os limites de integragao usando os

valores
n—1

k=0—a; b:a+nAx:a+ZAaﬂk.
k=0
Vamos aplicar isto rodando os retangulos de uma soma de Riemann. O resultando serad
uma colecdo de cilindros e a soma dos volumes destes cilindros vai nos dar uma aproximagao
do volume de um sélido de revolugado que tem como como fronteira a parede externa gerada
pelo gréfico de f em rotacéo.
Cada cilindro tem por volume:

Vk = Trf(;ck)zA:vk = ﬂTghk

que é drea da base (mf(x;)?) multiplicada pela altura (Azy). Entdo a soma dos volumes
destes cilindros é:

n—1 n—1
D rfa)? Ay =1y gla) Ay
k=0 k=0

b
T . ~ .~ . 1 .
cujo limite, se considerassemos uma sucessao de partigdes uniformes de norma - seria f g(x)dx

a



em que g(z) = f(z)? logo, o volume do sélido seria

b
Tr/f(z)zdz
a
Exemplo: 24 Volume da esfera
A esfera de raio v pode ser obtida se rodarmos o grdfico de

f@)y=+/r2—22 ;2 €[-n7]
em volta do eizo OX.

De acordo com os cdlculos feitos acima, o volume da esfera seria dado por
”

7\'/(7‘2 — z?)dz.

—r

De fato,

T
T f (r? — 2?)dx = (7.10)

-
7‘_(7,21 _ 163_3) T—"r — (7‘11)

3 3

T2 — (5 +5) = (7.12)
m(2rd - 25 ) = p o2 dxys (7.13)

que € o valor conhecido para o volume de uma esfera de raio 7.
Exercicios: 72 Volume de solidos

1. Calcule o volume de um cone de revolugdo obtido pela rotacdo de um
triangulo retdngulo com catetos a e b ao rodar em volta do cateto que
mede a.

2. Calcule o volume do sdlido de revolugdo obtido ao rodar a senoide y =
f(z) = sen(z) em volta do dominio [a,b] = [—m, 7.

3. Calcule o volume do elipsoide gerado por rota¢do da elipse ﬁ—; + bé =r
em volta do eizo OX.

~
N
o

4. Calcule o volume do elipsoide gerado por rotagdio da elipse T +

em volta do eizo OY.

B
I
N

5. Um oleiro construiu uma curva especial para fazer os seus jarros de barro.
Para isto cortou wum modelo, em papel, da func¢do:
F@) = <z< % = sen(x)
T\ F<e<nm = at4brPtcer+d
para determinar o polinémio, o oleiro impds as seguintes condig¢oes que
fariam seus potes de barro de beleza notdvel:

SIE]

(7.14)

oMy =0 Ty = Lo 3T o
O oleiro pede sua ajuda para calcular o volume dos seus jarros afim de
colocar este valor ao lado prego.

7.5 A regra de ’Hopital

A regra de 'Hopital sugere uma saida para o cdlculo de limites de quocien-
tes nos casos em que o limite tanto do numerador como do denominador é
zero. Dizemos que o quociente é indeterminado, o que temos uma indeter-
minag¢do. Uma linguagem pitoresca e antiga ainda diz que devemos levantar
esta indeterminac¢ado.

Podemos fazer uma andlise fina destes casos usando a derivada, na verdade
a aproximagao linear que vai ficar claro em nossa demonstracdo. Nos ins-
piramos no artigo de [6] que descreve como Newton e seus comtemporaneos
descobriram as tangentes as curvas. No artigo citado nada ha sobre a regra

de ’Hopital mas encontrei o caminho para a demonstracao abaixo e para sua

representagao geométrica, lendo este artigo.

A regra de ’Hopital permite que calculemos limites no formato

f(z)

1 — 7

v=a g(z)

quando ambos os limites, no numerador e no denominador forem nulos.

Qual é o contetido do teorema de I’Hopital? é bem simples. Se uma fungao
f tiver derivada num ponto a entdo ela pode ser substituida, localmente, pela
retangente ao grafico de f naquele ponto:

f@) = g(z) = f(a) + f'(a)(z — a).

A aproximagao indicada é fraca, quer dizer, podemos expressar a semelhancga
indicada de maneira mais forte:

o lim f(x) = lim g(x) = f(a)

o lim F@O-F@ _ i o) o)
z=a T4 z=a TT@

E este o significado da existéncia da derivada: se uma fungao tiver derivada
no ponto x = a o seu grafico se confunde com o grafico da reta tangente de
tal modo que mesmo o quociente por x — a nao consegue estabelecer diferenca
entre ambas. Em Geometria isto se chama “osculacido”. Esta propriedade é
transitiva, quer dizer:

e Se f e g se osculam no ponto x = a;
e se g e h se osculam no ponto z = a;
e entdo f e h se osculam no ponto z = a.

Exercicio: 1 Curvas que se osculam Veja que € fdcil: Prove que a propriede
“se oscular”, entre dois grdficos, é transitiva. Prove que € uma rela¢do de
equivaléncia.



Aqui entra a regra de ’'Hopital. Queremos calcular o limite hm 5 Ef) no

caso em ambos os limites sdo nulos. Mas f oscula a reta tangente naquele
ponto (se f for derivavel), e g oscula a reta tangente, também, naquele ponto.
Entao vamos substituir f pela reta tangente y = f'(a)(z — a) + f(a) e g por
y =¢g'(a)(x — a) + g(a) no cdlculo do limite.

Como, por hipétese: f(a) = g(a) = 0 entao estamos substituindo:

e f(z) por f'(a)(z —a) = p(z —a)
* g(z) por ¢g'(a)(z — a) = q(z — a)
Ver o gréfico (fig. 7.3), na pdgina 254.

Figura 7.3: Gréfico de uma funcio e de sua tangente no ponto (a, f(a)).

Entao quando tivermos que calcular o limite de um quociente, em um ponto
z = a em que denominador e numerador tiverem ambos valor zero. Podemos
transformar o numerador e denominador nas retas tangentes e assim fazer uma
andlise mais acurada do que estiver acontecendo:
!
lim @) = lim Fla)(z = a) = lim pl—a) i p=f'(a);q=g'(a)
a=a g(x) w=ag'(a)(z—a) a=aq(z—a)

Porque, por hipétese, f(a) = g(a) = 0, temos

cancelando x — a.
Se ainda ocorrer que f’(a) = ¢’(a) = 0, o método pode ser iterado para

termos:
f(@) _ f"(a)

im —= =
a=a g(z)  g"(a)

e assim se deverd proceder até que se tenha um limite diferente de zero no

denominador ou numerador. Temos assim tres possibilidades:

1. Ocorre simultaneamente, uma derivada de ordem n diferente de zero tanto
no numerador como denominador, entao o limite sera:

 fl= fma) oy,

tim 1) _ s = =p g™ () =4

e=a g(z) g"(a) ¢

2. Na derivacao de ordem n ; ¢ = g(™(a) # 0 ¢ f(™(a) = 0. O limite sera:

f@) @ g
im = =-=0; fM@D=0; gi"(a) =q.
L S T (@)

3. Na derivagio de ordem n ; 0 = g™ (a) # 0 e f(™(a) = p # 0 O limite ndo
existe entao.

Exercicios: 73 Tangentes e limites
1. reta tangente Considere a funcdo f(z) = 2% * sen(z/2)
(a) equagao da reta tangente Determine a equagdo da reta tangente ao
grifico de f no ponto (m, f(r)) = (7, 72)

(b) Escreva a equagdo da reta tangente ao grdgico de f num ponto genérico
a.

(c) Veja, observando o grifico de f(z) = x2 x sen(x/2), que o grdfico se
assemelha ao grdficoe de g(x) = 2% no ponto x = 0.
(d) Calcule entdo o limite
2 2
lim & * sen(z/2)
=0 3

2. Calcule os limites abaizo, (quando existirem):

f(@) im L&)

o lim 2 E ; a }c:a@ a4 3111222g(ri
0 =y 5 1 e

sen(a:) e NG

0 170082‘%% 0 1% 0 17?2\/3)?
T sen(x 0 e /T 0 sen(nx
T—m - sen(maz)
N = R

solug@o: hd tres casos em que o limite ndo existe.
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logaritmo, 79, 80
seqiiencialmente continua, 119
fungéo caracteristica, 90, 186
fungao composta
derivada, 160
fungdo composta, derivada, 149
fungédo constante, derivada, 143
fungdo continua, 91, 92
fungédo definida via integral, 174

fungdo do primeiro grau, derivada,
144

fungao escada, 11, 72
funcao exponencial, 180
funcao integravel, 171
funcao logaritmo, 176
fungao trigon.

derivada, 160

integral, 160
fungéo, dominio, 181
fungoes

familia, 127
fungbes e ntimeros, 38
fungbes hiperbdlicas, 181
fungbes limitadas, 131
funcoes trigonométricas, 181
fungodes, graficos, 181

geométrica
propriedade, 41, 42
geométrica, progressao, 110
geratriz
dizima, 49
geratriz de dizimas periddicas, 105
Gnuplot, 155
grafico
area algébrica, 7, 11
infimo e supremo, 130
Aceleracao descontinua, 118
Circulo, 22, 24
Curva e tangentes
coef. angular, 15
derivada descontinua, 116
Desig. triangular, 107
Distancia entre dois pontos, 21
elipses, 34
Engenharia de trafico, 3
faixa de convergéncia, 97
fungéo escada, 12
Hipérboles, 33
parabola, 25-28
Pedra na tangente, 16
quociente de diferencas, 125-127
reta tangente, 139, 218
Secao conica
Circulo, 30

Hipérbole, 32
Parabola, 31
Secoes conicas, 36, 37
secantes, 138
Soma de Riemann, 69
sucessao convergente, 128
sucessao divergente ilimitada, 100
sucessao divergente limitada, 99
Supremo e infimo, 130
Uma funcao, 2
velocidade continua, 117
grafico de fungao, 5
grafico do polinomio de Taylor, 182
grafico e derivada, 148
graficos de fungoes, 181
graficos e derivada, 152
graf(f), 207
grupo das horas, 40

hipérbole
construcgao, 31
vértice , 32

implicita, derivada, 162
implicita, derivagao, 163
implicita, derivada, 163
implicita, derivagao, 210
implicita,derivagao, 165
incomensuraveis, nimeros, 45
indeterminagao, 217
inducao finita, 112, 113, 122
inferior, cota, 100
infimo

minimo, 172, 173
infimo, inf, 129
infinitésimo, 188
infinitesimal, 188
inicial

condigao, 77

valor, 77
integral, 174, 175
integral

infimo, 174

aprox. por falta, 65

aproximagao, 67, 68, 70

aproximada, 62

calculo, 72, 196-198

célculo exato, 74

calculo numérico, 70, 74

célculo, 62

comprimento de arco, 204

derivada, 174

dx, 185

eliptica, 212, 214

exemplo, 72

Expressao formal, 65

fragOes racionais, 193

funcao definida via, 75

geométrica, 62

inexistente, 184

integral.calc, 74

logaritmo, 177

mudanca de variavel, 190

partigao, 74

passo, 64

por partes, 193

python, 70

sinal e limites, 9

soma de Riemann, 65

superficie, 204

supremo, 173

técnicas de célculo, 184

teorema do valor médio, 171

valor médio, 171

variavel

mudanca, 189, 190

variagao, 6

volume, 204
integral de f(x) = %7 177
integral e distancia, 173
Integral Geométrica, 6
integral geométrica, 160
integral no sentido de Riemann, 51
integral, célculo, 181
integral, calculo aprox., 177
integral, funcao trigon., 160
integral, valor médio, 172, 173
integral, visao geométrica, 160
interdisciplinariedade, 16
interpolagao, 2

linear, 5

polinomial, 5



intervalar, aritmética, 48
intervalo, 42, 45

inversa do logaritmo, 180
irracionais na reta, 46

jacobiana, 210
matriz, 210

Leibinz
notacao, 209
Leibnitz, notagdo, 164
Leibniz
férmula, 188
notagao, 162
levantar indeterminagao, 217
I’'Hopital, regra, 204, 217
limite, 59, 95, 96
confusdo, 119
da soma, 134, 135
defeito na defini¢ao, 98
do produto, 135
do quociente, 135
ndmero a, 55, 56
notacao, 95, 104
sucessao, 119
sucessoes, H6

teorema do sanduiche, 158

zero, 55
limite de diferencas, 157
limite de sucessoes, 47
limite do quociente, 157
limite lateral, 118
limite, 4lgebra, topologia, 120
limite, defini¢ao, 104
limites de integracao, 9
linear
interpolacgao, 2, 3
LinuX, 73, 139, 155
logaritmicas, curvas, 180
logaritmo, 81, 176
integral, 177
propriedades, 180
radiatividade, 82
tabela, 179
logaritmo decimal, 179
logaritmo e exponencial, 180

logaritmo natural, 79, 80, 105
logaritmo, base, 180
logaritmo, inversa, 180
logaritmos decimais, 179
logaritmos, férmula fundamental, 181
l6gica

andlise, 112

equivaléncia, 102, 112

maquina de calcular, 81
matriz jacobiana, 210
méaximo, 129, 152, 172, 173, 206
Maéximo, Max, 129
média, 5
aritmética, 4, 86
aritmética ponderada, 4
ponderada, 86
propriedade, 41
média aritmética ponderada, 172
média ponderada, 172
média viciada, 86
minimo, 129, 152, 172, 173, 206
minimo, min, 129
método do célculo
derivada, 16
integral, 6
mudanga de variavel, 187
multidisciplinar
problema, 16
museu, 81, 82

(N, +), 39
(N,-), 39
naturais, numeros, 38
negro

buraco, 93
notaveis, somas, 58
notagao de Leibniz, 162
notagao

ac, 120

ad, 120
notagao de Euler, 157
notagao decimal, 42
notagao do limite, 104
notagao de Leibnitz, 164
nimero real, 45

ndmero real, defini¢do, 47

nimeros incomensuraveis, 45

nimeros racionais, 41

numeros reais, método de Cauchy,

59

ntumero e, 177

ndmero racional, 45

numero real, 95

ndmero real e sucessao, 48

nimeros complexos
trigonometria, 157

nimeros e fungdes, 38

ndmeros inteiros relativos, 39, 45

nimeros naturais, 38

ndmeros reais, 45, 95

operacao, sucessao, 50

parabola, aplicagdo, 24
parabola, equagao, 1, 24
paramétricas, equ. do circulo, 162
paramétricas, equagoes, 209
parciais, derivadas, 210
parcial, derivagao, 210
partes, integral por, 193
particao, 72, 74
particao uniforme, 74
partigoes uniformes, 74
passo de integragao, 64
Peano, axiomas, 38, 112
perimetro e m, 50
pesos, 4, 86
plurivocas, funcoes, 162
poéncias nao inteiras, derivadas, 150
polindmio tangente, 181
polinémio de Taylor, 181, 182
ponderada, média aritmética, 172
ponto extremo, 153
ponto extremo e derivada, 153
ponto extremo na pardbola, derivada,
152

ponto médio das raizes, 152
ponto médio e derivada, 153
preserva convergéncia, 89, 119
primitiva

condigao inicial, 174

condigao inicial, 174

do segundo grau, 77

funcao, 75

valor inicial, 75
primitiva de uma funcao, 175
primitiva e derivada, 153
primitivas, 175
problema multidisciplinar, 16
problemas

condigao inicial, 175
produto

derivada, 146
produto de funcgoes, derivada, 146
produto de sucessoes, 50
produto, derivada, 132
programa, 68, 70, 73
programa de computador, 177
programa.tgz, ix, 58
programas, ix, 58

cale, 73

integral.calc, 74

integral.py, 70

python, 70
progressao aritmética, 49
progressao geométrica, 49, 110
propriedade da média, 41
propriedades de (N, +), 39
propriedades de (N, +, -, <), 39
propriedades de (N, <), 39
propriedades de (N, <, +), 39
propriedades de (N, <,-), 39
Python, 65

(Q.), 41
(Q.+), 41
quadrado, completagao, 26
quantidade de ntimeros reais, 49
quantidade total, 6
quociente

de diferencgas, 125
quociente de diferengas, 95, 128
quociente de fungoes, derivada, 147,

148

quociente, derivada, 132

<
<

)

racionais



construgao, 41
racionais, niumeros, 41
racionais, o corpo, 41
racional, nimero, 45
raizes, 206
raizes da derivada, 153-155
raizes, ponto médio, 152
reais
classes, 119
estritamente negativos, 93
estritamente positivos, 93
reais, construgdo geométrica, 45
reais, construgdo geométrica, 48
reais, numeros, 45
regra da cadéia, 133
Regra da cadeia, 160
regra da cadeia, 149, 160
regra de ’'Hopital, 217
regra de 'Hopital, 204
regra do sanduiche, 102
regras de derivagao, 143
relagoes, 162
representar, 134
reta
equagao, 13
invariante, 13
reta orientada, 45, 46
reta por um ponto, 20
reta tangente, 182, 211, 219
equacao, 162, 209
reta, defini¢do, 14
reta, equagao, 1, 17
reta, sub-conjuntos, 47
revolugao
sélido de, 215
Riemann
soma, 66
Riemann, a integral, 51
Riemann, soma, 63, 64, 172, 176
Riemann, soma de, 51-53
Riemann, somas de, 180
riemann.py, 65, 66

sanduiche, regra, 102
secantes ao grafico, 138
sensor, 5

seqliencialmente continua, 119
seqiliencialmente continua, fungéo, 119
solidos
volume, 214, 216
soma de fungoes, derivada, 145, 146
Soma de Riemann, 172, 176
soma de Riemann, 51-53, 63, 64, 73,
172
soma de sucessoes, 50
Somas de Riemann, 180
somas de Riemann, 56
somas de Riemann uniformes, 74
somas notaveis, 58
sub-conjuntos da reta, 47
sucessao
com limite, 54
convergente, 54, 57
crescente, 57
decrescente, 57
defini¢do, 49
divergente, 54, 57, 95
ilimitada, 54, 57
limitada, 54, 57
limite, 54, 95, 98
notagao, 50
nula, 54
oscilante, 57
progressoes, 49
sucessao comportamento assintético,
59
sucessao convergente, 105
sucessao crescente, 59
sucessao de Cauchy, 59
sucessao de fungoes, 127
sucessao de racionais, 95
sucessao e integral, 48
sucessao e numero real, 48
sucessao ilimitada, 59
sucessao limitada, 59
sucessao monoétono, 59
sucessao numérica, 127
sucessao oscilante, 59
sucessao, operagao, 50
sucessao, termo geral, 50
sucessoes, 47, 95
sucessoes equivalentes, 59

sucessoes, classes de equivaléncia, 59
sucessivas, derivadas, 181, 182
superficie, 204
superior, cota, 99
supremo

méaximo, 172, 173
Supremo, Sup, 129

tabela
logaritmos decimais, 179
tabela de derivadas, 148, 149
tangente
derivada, 204
tangente ao grafico, 139
tangente e derivada, 161
tangente, polindmio, 181
tangente, reta, 219
taxa de variacao, 6
Taylor
férmula, 182
polinémio, 182
Taylor, polinomio de, 181
técnicas de integracao, 184
teorema
do sanduiche, 158
funcao implicita, 211, 212
fundamental da &lgebra, 154
fundamental do Célculo, 184
fundamental do Calculo, 171
fundamental do calculo, 62
Teorema Fundamental da Algebra7
152
Teorema Fundamental da Algebra7
154
Teorema Fundamental do Caélculo,
176, 196-198
Teorema Tundamental da Algebra7
154
teste
de Cauchy, 105
teste da equagao do circulo, 22
teste de Cauchy, 98
topologia, limite, dlgebra, 120
trabalho, 171
translac@o de parabolas, 27
trigonométricas, fungées, 181

trigonometria
nimeros complexos, 157

uniforme, partigao, 74

valor inicial, 77
valor intermediario, 131
valor lateral, 118
valor médio, 171
valor médio integral, 171-173
variavel, mudanga, 190
variavel, mudanca de , 187
variagao
integral, 6
variagao de f
relégio, 205
velocidade, 171, 173
viciada
média, 86
volume, 204, 214, 216
esfera, 216
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representagao, 97



